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1

Einführung

In meinen Büchern

• Das Standardmodell der Teilchenphysik

• Die Allgemeine Relativitätstheorie

sind verteilt über die Texte einzelne Aspekte der auf Spin-2 Teilchen basie-
renden Quantengravitation diskutiert worden. In diesem Text habe ich diese
Teile übernommen, wesentliche Teile ergänzt und alles in einen gemeinsamen
Kontext gesetzt. Dies erschien mir interessant, weil die Spin-2 Theorie zu einer
konsistenten Theorie der Quantengravitation führt und in der Literatur einige
Aspekte selten gemeinsam dargestellt werden. In den einzelnen Kapiteln sind
die Rechnungen wieder sehr detailliert ausgeführt. Die Aspekte betre�end der
Quantenfeldtheorie werden allerdings als bekannt vorausgesetzt.

Die einzelnen Kapitel sind wie folgt aufgebaut:

Kapitel 1: Das Äquivalenzprinzip
In diesem Kapitel wird eine Variante des Äquivalenzprinzips der Allgemeinen
Relativitätstheorie aus der Quantenfeldtheorie abgeleitet. Aus Sicht der QFT
ist das Äquivalenzprinzip keine unabhängige Annahme. Es wird gezeigt, dass
die Forderung nach der Lorentz-Invarianz von Spin-2 Feldern zu deren Eich-
invarianz führt, aus der dann das Äquivalenzprinzip folgt.

Kapitel 2: Das Graviton-Feld
Es wird gezeigt, dass das masselose Spin-2 Teilchen mit dem Graviton identi-
�ziert werden kann. Durch die Forderung der Eichinvarianz wird der Lagrange-
Skalar des Spin-2 Feldes bestimmt. Abschlieÿend wird der Graviton-Propagator
ermittelt.
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Kapitel 3: Die Selbstkopplung des Gravitons
Die vollen nichtlinearen Einstein-Gleichungen des Gravitationsfeldes werden
in diesem Kapitel aus der linearen Feldgleichung des Gravitons konstruiert.
Wesentlich hierfür ist die Selbstwechselwirkung des Gravitons, indem es an
den eigenen Energie-Impulsdichte-Tensor koppelt.

Kapitel 4: Graviton-Materie-Kopplung
Der Lagrange-Skalar für Materiefelder der vollen nichtlinearen Allgemeinen
Relativitätstheorie wird gewonnen. Nach Übergang zu Operatoren werden
die Vertexfaktoren für die 2-Skalar-1-Graviton und die 2-Photon-1-Graviton
Kopplung bestimmt.

Kapitel 5: Störungsrechnungen
Durch Auswertung der korrespondierenden Feynman-Diagramme werden

• das klassische Gravitationspotential,

• die gravitative Rotverschiebung,

• die Perihelverschiebung des Merkurs,

• die Lichtablenkung am Sonnenrand

• sowie der Shapiro-E�ekt

berechnet und gezeigt, dass die auf diesem Weg gewonnenen Ergebnisse mit
denen der Allgemeinen Relativitätstheorie identisch sind.

Hinweise zur Notation

Für die Metrik wird die bei den Teilchenphysikern übliche Signatur

ηµν = diag
(
+1,−1,−1,−1

)
verwendet. Um Formeln so übersichtlich wie möglich zu halten, wird in diesem
Text mit den natürlichen Einheiten der Elementarteilchenphysik

c = ~ = ε0 = 1

gearbeitet. Die Newtonsche Gravitationskonstante in natürlichen Einheiten
kann man aus der Beziehung

G = 6.673 · 10−11 m3

kg · s2
= 6.709 · 10−39 ~c5

(GeV)2
(0.0.1)

ablesen. Im Kapitel 5 wird allerdings teilweise auf SI-Einheiten übergegangen.
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Kapitel 1

Das Äquivalenzprinzip

In diesem Kapitel wird eine Variante des Äquivalenzprinzips der Allgemeinen
Relativitätstheorie aus der Quantenfeldtheorie abgeleitet. Aus Sicht der QFT
ist das Äquivalenzprinzip keine unabhängige Annahme, sondern ergibt sich
aus der Lorentz-Invarianz für masselose Spin-2 Teilchen als Vermittler der
gravitativen Wechselwirkung. Dies wurde erstmals 1964 von Steven Weinberg
[Wei64] gezeigt. Eine gute Darstellung �ndet sich auch in seinem Buch [Wei95].

1.1 Einführende Betrachtung

In der Natur wird eine Vielzahl von Teilchen beobachtet. Die Existenz die-
ser Teilchen wird aus den Beobachtungen bei Zerfallsprozessen und bei Stoÿ-
prozessen geschlossen. Ursache der Zerfallsprozesse ist vorwiegend die schwa-
che Wechselwirkung, während bei Stoÿprozessen die elektrische und die star-
ke Wechselwirkung von Bedeutung sind. Die elektrische Wechselwirkung wird
auch verwendet, um die Teilchenbahnen in entsprechenden Detektoren zu inter-
pretieren. In jedem Falle ist es notwendig, Teilchenerzeugung und -vernichtung
zu beschreiben; d.h. eine Beschreibung der Dynamik von Vielteilchensystemen
zu entwickeln.

Ein Mehrteilchenzustand identischer Teilchen wird in der Quantenfeldtheorie
abstrakt durch einen ket-Vektor im Hilbert-Raum

|η;m, (~p1, s1), ..., (~pn, sn)〉 (1.1.1)

beschrieben, wobei η für die Teilchensorte, m für die Masse eines der Teilchen
und (~pi, si) für die Impulse bzw. Spinwerte stehen.
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Ein quantenmechanischer Mehrteilchenzustand unterscheidet sich dabei grund-
sätzlich von einem makroskopischen Mehrteilchenzustand. Im Mikroskopischen
ist es nicht möglich Marken zur Unterscheidung der einzelnen Teilchen anzu-
bringen; d.h. die Teilchen besitzen keine Individualität und sind in Strenge
nicht unterscheidbar. Da der Vakuumzustand eindeutig ist und die Elementar-
teilchen einer Sorte nicht unterscheidbar sind, ist es möglich Erzeugungs-
operatoren â†(~p, s) zu de�nieren, die entsprechend

|η;m, (~p, s)〉 = â†(~p, s) |0〉 (1.1.2)

einen Einteilchenzustand mit Massem, Impuls ~p und Spin s aus dem Vakuum-
zustand erzeugen. Mehrfache Anwendung des Erzeugungsoperators liefert dann
einen Mehrteilchenzustand identischer Teilchen

|η;m, (~p1, s1), ..., (~pn, sn)〉 =
1√
n!
â†(~pn, sn) . . . â†(~p1, s1) |0〉 . (1.1.3)

Der Normierungsfaktor ist notwendig, da die Reihenfolge der Argumente im
Zustandsvektor keine Bedeutung hat; es handelt sich um die Quantenzahlen
von n nicht unterscheidbaren Teilchen. Zudem wurde angenommen, dass al-
le Quantenzahlen (~pi, si) verschieden sind (der Normierungsfaktor ist sonst
komplizierter aufgebaut). Führt man nun zudem durch

â(~q, s) |η;m, (~p, s′)〉 = δ(~p− ~q)δss′ |0〉 (1.1.4)

einen Vernichtungsoperator ein, dann müssen zwischen den Vernichtungs- und
Erzeugungsoperatoren einer Teilchensorte die Vertauschungsrelationen[

â(~p, s), â†(~q, s′)
]
∓

= δ(~p− ~q)δss′ (1.1.5)[
â†(~p, s), â†(~q, s′)

]
∓

= 0 (1.1.6)[
â(~p, s), â(~q, s′)

]
∓

= 0 (1.1.7)

gelten. Das positive Vorzeichen gilt dabei für Fermionen (Teilchen mit halb-
zahligem Gesamt-Spin) und das negative Vorzeichen für Bosonen (Teilchen mit
ganzzahligem Gesamt-Spin).

Die Darstellung im Minkowski-Raum gelingt nun durch Übergang zu Feldope-
ratoren, die aus den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aufgebaut wer-
den. So führt man zum Beispiel in der Quanten-Elektrodynamik für
Fermionen mit dem Spin σ = ±1/2 den freien Spinor-Feldoperator

Ψ̂(x) =
∑
σ

∫
(2π)−

3
2√

2p0

(
e−ipxu(~p, σ)â(~p, σ) + eipxv(~p, σ)â†c(~p, σ)

)
d3p
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und für die Photonen mit Spin λ = ±1 den freien Maxwell-Feldoperator

Âµ(x) =
∑
λ

∫
(2π)−

3
2√

2q0

(
e−iqxeµ(~q, λ)â(~q, λ) + eiqxeµ∗(~q, λ)â†(~q, λ)

)
d3q

ein, aus denen dann formal Lagrange-Skalare aufgebaut werden. Die auftre-
tenden Spinoren u(~p, σ) und Polarisationsvektoren eµ(~q, λ) müssen dabei ein-
deutig de�niert und zudem Lorentz-invariant normiert sein. Für Details hierzu
siehe [End09].

Weiter muss als Beispiel der Spinor u(~p, σ) im Ruhesystem ein Eigenvektor
der z-Komponente des zugehörigen Spinoperators

Sz · u(0, σ) = σ · u(0, σ) (1.1.8)

sein, da dieser die Einstellung des Spins misst. Mit

Sz =
1

2


+1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 −1

 (1.1.9)

ist die Zuordnung

u

(
0,+

1

2

)
=
√
m


1
0
1
0

 und u

(
0,−1

2

)
=
√
m


0
1
0
1

 (1.1.10)

üblich. Ist nun ωp der Parametersatz einer speziellen Lorentz-Transformation,
die ein Teilchen vom Ruhezustand in einen Zustand mit beliebigem Impuls ~p
transformiert (

p0

~p

)
= Λ(ωp)

(
m
~0

)
(1.1.11)

so sind die Spinoren u(~p, σ) für einen beliebigen Impuls durch die einheitliche
Beziehung

u(~p, σ) = Σ(ωp)u(0, σ) (1.1.12)

mit einer spinoriellen Lorentz-Transformation aus dem Ruhesystem de�nier-
bar, da unter Ausnutzung von (γµ)

†
= γ0γµγ0 gezeigt werden kann, dass die
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Normierung

u†(~p, σ)γ0u(~p, σ) = u(0, σ) Σ†(ωp)γ
0Σ(ωp) u(0, σ)

= u(0, σ) γ0Σ−1(ωp)Σ(ωp) u(0, σ) = u(0, σ)γ0u(0, σ)

Lorentz-invariant ist.

Die Polarisationsvektoren eµ(~k, λ) des Feldoperators der Photonen können
nicht aus einem Ruhesystem de�niert werden, da sich masselose Teilchen in
allen Inertialsystemen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Deshalb führt man
in diesem Fall ein Referenzsystem ein, in welchem sich das Teilchen entlang der
z-Achse bewegt und der Teilchenzustand durch (kµ) = (k, 0, 0, k)T gegeben ist.
In diesem speziellen System fordert man dann, dass der Polarisationsvektor ein
Eigenvektor der z-Komponente des Spinoperators

Sz · e(~k, λ) = λ · e(~k, λ) (1.1.13)

ist. Mit dem zugehörigen Spinoperator

Sz =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 +i 0 0
0 0 0 0

 (1.1.14)

kann man ohne Einschränkung der Allgemeinheit dann die Zuordnung

(
eµ(~k,−1)

)
=

1√
2


0

+1
−i
0

 und
(
eµ(~k,+1)

)
=

1√
2


0

+1
+i
0

 (1.1.15)

tre�en. Die Polarisationsvektoren sind also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung

kµe
µ(~k, λ) = 0 . (1.1.16)

Ist nun ωq der Parametersatz einer weiteren speziellen Lorentz-Transformation
Λ(ωq), die erst dem masselosen Teilchen durch einen Boost in z-Richtung
den Impulsbetrag q0 = |~q | gibt und anschlieÿend durch eine rein räumliche
Drehung die Bewegung des Teilchens in die ~q -Richtung bringt

(
q0

~q

)
= Λ(ωq)


k
0
0
k

 , (1.1.17)
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so sind die Polarisationsvektoren für einen beliebigen Impuls durch die ein-
heitliche Beziehung

eµ(~q, λ) = Λµν(ωq) e
ν(~k, λ) (1.1.18)

de�nierbar. Man beachte, dass es sich bei der vorstehenden Beziehung nicht
um eine Lorentz-Transformation zwischen zwei Inertialsystemen handelt, son-
dern um die De�nition der Polarisationsvektoren in einem einzigen Minkowski-
Raum. Mit dieser De�nition folgt

e∗µ(~q, λ)eµ(~q, λ) = e∗µ(~k, λ)eµ(~k, λ) (1.1.19)

qµe
µ(~q, λ) = 0 . (1.1.20)

Der Maxwell-Feldoperator ist trotz des scheinbaren Lorentz-Index kein echter
Vierervektor. Die Konsequenzen hieraus werden in dem nächsten Abschnitt
diskutiert.

1.2 Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

In diesem Abschnitt wird für den Zustandsvektor statt |η;m, (~p, s)〉 abkürzend
einfach |~q, λ〉 geschrieben, da hier nur Photonen betrachtet werden und damit
die Teilchensorte eindeutig festliegt. Die spezielle Lorentz-Transformation mit
dem Parametersatz ωq wurde durch die Forderung

qµ = Λµν(ωq)k
ν (1.2.1)

de�niert. Dann kann man konsistent für die Zustandsvektoren im abstrakten
Hilbert-Raum ebenfalls

|~q, λ〉 = Û(ωq) |~k, λ〉 (1.2.2)

festlegen, wobei Û(ω) für den entsprechenden unitären Operator

Û(ω) = e−
i
2ωµν L̂

µν

(1.2.3)

der Lorentz-Transformation im Hilbert-Raum steht. Hiermit wird gleichzeitig
die Bedeutung der Polarisation in Zuständen mit einem beliebigen Impuls ~q
mit der Polarisation im Zustand mit dem Impuls ~k identi�ziert. Dies setzt
obige Konvention für die Wahl des Standard-Parametersatzes ωq voraus.
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Die Konsistenz von (1.2.2) kann man leicht überprüfen:

P̂µ |~q, λ〉 = Û(ωq)Û
−1(ωq) P̂µ Û(ωq) |~k, λ〉

= Û(ωq) Û−1(ωq)P̂
µÛ(ωq) |~k, λ〉

= Û(ωq) Λµν(ωq)P̂
ν |~k, λ〉

= Û(ωq) Λµν(ωq)k
ν |~k, λ〉

= Λµν(ωq)k
ν Û(ωq) |~k, λ〉

= qµ |~q, λ〉 (1.2.4)

Man kann nun jede beliebige Lorentz-Transformation eines masselosen Teil-
chens im Impulsraum in vier aufeinander folgende Lorentz-Transformationen

Λ(ω) · q = Λ(ωΛq) · S(α, β) ·R(θ) · Λ−1(ωq) · q (1.2.5)

aufteilen, wobei wegen Sz = L12 ( für eine explizite Matrixdarstellung der
Erzeugenden Lµν der Lorentz-Transformation siehe [End09] )

R(θ) = e−iθSz = e−iθL
12

=


1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 (1.2.6)

eine rein räumliche Drehung um die z-Achse ist. Der verbleibende Faktor

S(α, β) = e−i(αA+βB) (1.2.7)

wird durch die beiden Generator-Matrizen

A = L01 − L31 B = L02 + L23

= i


0 1 0 0
1 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0

 = i


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 −1
0 0 1 0

 . (1.2.8)

bestimmt. Wegen

An = Bn = 0 für n ≥ 3 sowie [A,B ] = 0 (1.2.9)
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erhält man die explizite Darstellung

S(α, β) = 14×4 − iαA− iβB −
1

2

(
α2A2 + β2B2

)

=


1 + γ α β −γ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
γ α β 1− γ

 mit γ = (α2 + β2)/2 . (1.2.10)

Damit ist die Wirkung der Lorentz-Transformation für die Vektordarstellung
abgeleitet. Insbesondere wird im Referenzsystem (kµ) invariant gelassen; d.h.
es gilt

Rµν(θ) kν = kµ (1.2.11)

Sµν(α, β) kν = kµ . (1.2.12)

Hiermit ist es nun möglich die Aufteilung (1.2.5) der Lorentz-Transformation
zu veri�zieren:

Λ(ω) · q = Λ(ωΛq) · S(α, β) ·R(θ) · Λ−1(ωq) · q

= Λ(ωΛq) · S(α, β) ·R(θ) · (kµ)

= Λ(ωΛq) · (kµ)

= Λq

Weiter wird

R(θ)e(~k,±1) =


1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 · 1√
2


0

+1
±i
0

 =
1√
2


0

cos θ ∓ i sin θ
sin θ ± i cos θ

0


= e∓iθ e(~k,±1) (1.2.13)

bzw. wegen λ = ±1 in äquivalenter Formulierung

R(θ)e(~k, λ) = e−iλθ e(~k, λ) . (1.2.14)
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Ganz analog ergibt sich

S(α, β)e(~k, λ) =


1 + γ α β −γ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
γ α β 1− γ

 · 1√
2


0

+1
iλ
0

 =
1√
2


α+ iλβ

+1
iλ

α+ iλβ


= e(~k, λ) +

α+ iλβ√
2k

· (kµ)

= e(~k, λ) + f(α, β, λ, k) · (kµ) . (1.2.15)

Damit folgt für die allgemeinen Polarisationsvektoren bei einer beliebigen
Lorentz-Transformation

Λ(ω) e(~q, λ) = Λ(ωΛq) · S(α, β) ·R(θ) · Λ−1(ωq) e(~q, λ)

= Λ(ωΛq) · S(α, β) ·R(θ) e(~k, λ)

= e−iλθ Λ(ωΛq) · S(α, β) e(~k, λ)

= e−iλθ Λ(ωΛq)
(
e(~k, λ) + f(α, β, λ, k) · (kµ)

)
= e−iλθ

(
e( ~Λq, λ) + f(α, β, λ, k) · Λq

)
. (1.2.16)

Die analogen Überlegungen sind nun auch für den abstrakten Hilbert-Raum
durchzuführen. Für den Zustandsvektor im Referenzsystem erhält man

R̂(θ) |~k, λ〉 = e−iθŜz |~k, λ〉 = e−iλθ |~k, λ〉 . (1.2.17)

Die Generatoren Â und B̂ vertauschen miteinander, aber nicht mit dem Spin-
Operator Ŝz. Danach könnte ein masseloses Teilchen im Prinzip auch statt
durch die Eigenwerte (m = 0, s = 1, λ = ±1) durch den anderen Satz von
Eigenwerten (m = 0, s = 1, a, b) charakterisierbar sein. Dies ist in der Natur
so aber nicht realisiert. Für die Photon-Zustände muss nun

Â |~k, λ〉 = B̂ |~k, λ〉 = 0 (1.2.18)

sein, damit korrespondierend zu (1.2.12) auch im Hilbert-Raum für beliebiges
α und β

Ŝ(α, β) |~k, λ〉 = e−i(αÂ+βB̂) |~k, λ〉 = |~k, λ〉 (1.2.19)
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gilt. Für einen allgemeinen Zustandsvektor ergibt sich damit

Û(ω) |~q, λ〉 = Û(ωΛq) · Ŝ(α, β) · R̂(θ) · Û−1(ωq) |~q, λ〉

= Û(ωΛq) · Ŝ(α, β) · R̂(θ) |~k, λ〉

= e−iλθ Û(ωΛq) |~k, λ〉

= e−iλθ | ~Λq, λ〉 . (1.2.20)

Für die Erzeugungsoperatoren bedeutet dies

Û(ω) â†(~q, λ) Û−1(ω) = e−iλθ â†( ~Λq, λ) (1.2.21)

bzw. unter Ausnutzung der Tatsache, das der Transformationsoperator unitär,
d.h. Û†(ω) = Û−1(ω) ist, bedeutet dies nach adjungieren für die Vernichtungs-
operatoren

Û(ω) â(~q, λ) Û−1(ω) = e+iλθ â( ~Λq, λ) . (1.2.22)

Der Phasenwinkel ist dabei natürlich eine Funktion der Parameter der Lorentz-
Transformation und des Impulses θ = θ(ω, ~q).

Mit diesen Vorüberlegungen kann man nun die Lorentz-Transformation

Û(ω) Âµ(x) Û−1(ω) (1.2.23)

des Maxwell-Feldoperators ermitteln. Der Maxwell-Feldoperator besteht im
Integral aus zwei Termen, die hermitesch konjugiert zueinander sind. Für den
ersten dieser beiden Terme∫

(2π)−
3
2√

2q0
e−iqx · eµ(~q, λ) · Û(ω)â(~q, λ)Û−1(ω) · d3q

rechnet man unter Ausnutzung von (1.2.16) und (1.2.22)

=

∫
(2π)−

3
2√

2q0
e−iqx · e−iλθ (Λ−1)µν

(
eν( ~Λq, λ) + f(α, β, λ, k) (Λq)ν

)
· e+iλθ â( ~Λq, λ) · d3q

=

∫
(2π)−

3
2√

2q0
e−iqx · (Λ−1)µν e

ν( ~Λq, λ) · â( ~Λq, λ) · d3q

+

∫
(2π)−

3
2√

2q0
e−iqx · f(α, β, λ, k) qµ · â( ~Λq, λ) · d3q



12 KAPITEL 1. DAS ÄQUIVALENZPRINZIP

sowie wegen q x = ΛqΛx , d3q√
2q0

= d3Λq√
2(Λq)0

und qµe−iqx = i∂µe−iqx

=

∫
(2π)−

3
2√

2(Λq)0
e−iΛqΛx · (Λ−1)µν e

ν( ~Λq, λ) · â( ~Λq, λ) · d3Λq

+

∫
(2π)−

3
2√

2q0
· i
(
∂µe−iqx

)
· f(α, β, λ, k) · â( ~Λq, λ) · d3q

bzw. nach kurzer Umformung und Umbenennung Λq zu q im ersten Integral

= (Λ−1)µν

∫
(2π)−

3
2√

2q0
e−iqΛx · eν(~q, λ) · â(~q, λ) · d3q

+ ∂µ
∫

(2π)−
3
2√

2q0
· ie−iqx · f(α, β, λ, k) · â( ~Λq, λ) · d3q .

Der zweite sich ergebende Term ist hermitesch konjugiert hierzu, so dass sich
unter Berücksichtigung beider Terme und der Summenbildung über die zwei
Polarisationen

Û(ω) Âµ(x) Û−1(ω) = (Λ−1)µν Â
ν(Λx) + ∂µf̂(x) (1.2.24)

ergibt, wobei f̂(x) ein Integralterm ist, in welchen die Parameter der Lorentz-
Transformation sowie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eingehen.
Die genaue Form dieses Terms ist an dieser Stelle jedoch nicht weiter wichtig.
Hiermit ist nun gezeigt, dass der Maxwell-Feldoperator kein echter Vierer-
vektor ist. Damit ein formal Lorentz-invariant aussehender Lagrange-Skalar
auch tatsächlich Lorentz-invariant ist, muss er zusätzlich invariant unter der
Eichtransformation

Âµ(x) −→ Âµ(x) + ∂µf̂(x) (1.2.25)

sein. Die Eichinvarianz einer Theorie mit masselosen Spin-1 Teilchen ist
keine unabhängige Eigenschaft, sondern eine Konsequenz der Forderung nach
Lorentz-Invarianz und damit auch keine Symmetrie im physikalischen Sinne.
Sie hat keine Auswirkungen im abstrakten Hilbert-Raum auf die Teilchen-
zustände. Äquivalent kann man die Eichinvarianz auch mit Hilfe der Polarisa-
tionsvektoren durch die Forderung nach Invarianz der Theorie bei der Trans-
formation

eµ(~q, λ) −→ eµ(~q, λ) + c qµ (1.2.26)

ausdrücken, in der c für einen beliebigen komplexen Faktor steht.
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1.3 Die Ladungserhaltung

Es soll nun die Emission eines Photons mit sehr niedriger Energie q0 für einen
Prozess betrachtet werden, der N einlaufende undM auslaufende Teilchen mit
Masse besitzt. Im Grenzübergang q → 0 wird von einem weichen Photon ge-
sprochen. Das weiche Photon kann dann von einem der einlaufendem Teilchen,
von einem der auslaufenden Teilchen oder von einem virtuellen Teilchen, das
im Inneren des Feynman-Diagramms auftritt, emittiert werden:

Feynman-Diagramme für die Emission eines weichen Photons

���
Möglichkeit a Möglichkeit b Möglichkeit c

Dann ist die Feynman-Amplitude für die Emission eines Photons

M =
∑
n

Mn
a +

∑
m

Mm
b +Mc , (1.3.1)

wobeiMn
a die Feynman-Amplitude für den Prozess ist, bei dem das n-te einlau-

fende Teilchen das Photon emittiert,Mm
b die Feynman-Amplitude für den Pro-

zess ist, bei dem das m-te auslaufende Teilchen das Photon emittiert, undMc

die Feynman-Amplitude für den Prozess ist, bei dem die Emission des Photons
an einer der inneren Linien des Feynman-Diagramms statt�ndet. Beschränkt
man sich in einem ersten Schritt bei den ein- und auslaufenden Teilchen auf
skalare Teilchen, sind die für das Folgende relevanten Feynman-Regeln:

• Jede äuÿere Skalarlinie liefert den Faktor 1

• Jedes auslaufende Photon liefert den Faktor eµ∗(~q, λ)
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• Jede innere Skalarlinie liefert einen Faktor i/(p2 −m2)

• Jeder Skalar-Photon-Vertex liefert den Faktor −iQ(pµ + p′µ)

Bezeichnet weiter M0 den Prozess, wenn kein Photon emittiert wird, und
M(p, q) die Emission eines Photons mit dem Impuls q von einem Teilchen mit
dem Anfangsimpuls p, so wird für den Prozess mit der Emission eines weichen
Photons

M =
∑
n

M0 ·M(pn, q) +
∑
m

M0 ·M(pm + q, q) +Mc , (1.3.2)

wobei in den beiden Summen wegen dem betrachteten Grenzfall q → 0 die
Feynman-Amplitude M0 stehen darf. Aus den Feynman-Regeln ergibt sich
mit p2 = m und wegen q → 0 für die Emission eines weichen Photons durch
ein einlaufendes Teilchen

M(p, q) = 1 ·
(
−iQ

(
pµ + (pµ − q)

))
· eµ∗(~q, λ) · i

(p− q)2 −m2

= −−2Q pµ e
µ∗(~q, λ)

p2 − 2p · q −m2

= −Q pµ e
µ∗(~q, λ)

p · q
, (1.3.3)

für die Emission durch ein auslaufendes Teilchen

M(p+ q, q) =
i

(p+ q)2 −m2
·
(
−iQ

(
(pµ + q) + pµ

))
· eµ∗(~q, λ) · 1

= +
2Q pµ e

µ∗(~q, λ)

p2 + 2p · q −m2

= +
Q pµ e

µ∗(~q, λ)

p · q
(1.3.4)

und, da die Feynman-Amplituden Lorentz-Skalare sind, muss

Mc = Mµe
µ∗(~q, λ) (1.3.5)

gelten. Dies alles eingesetzt führt zu

M =M0

(
−
∑
n

Qn pnµ e
µ∗(~q, λ)

pn · q
+
∑
m

Qm pmµ e
µ∗(~q, λ)

pm · q

)
+Mµe

µ∗(~q, λ).

(1.3.6)
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Es lässt sich zeigen, dass sich für einlaufende bzw. auslaufende Teilchen mit
Masse und beliebigem Spin die gleiche Feynman-Amplitude ergibt. Lorentz-
Invarianz erzwingt nun für jeden physikalischen Prozess, und damit auch für
die Feynman-Amplitude, Invarianz unter der Eichtransformation

eµ(~q, λ) −→ eµ(~q, λ) + c qµ (1.3.7)

des Polarisationsvektors. Dies auf die vorherige Beziehung angewendet, führt
zu der Bedingung

0 =M0

(
−
∑
n

Qn pnµ c
∗qµ

pn · q
+
∑
m

Qm pmµ c
∗qµ

pm · q

)
+Mµc

∗qµn

= c∗M0

(
−
∑
n

Qn +
∑
m

Qm

)
+ c∗Mµq

µ . (1.3.8)

Für den Term Mµ kann man sich Überlegen, dass beim Übergang zu weichen
Photonen kein Pol entsteht. Dies liegt darin begründet, dass der Impuls im
einzufügenden Propagator eines virtuellen Teilchens im Gegensatz zu dem Im-
puls im Propagator eines ein- oder eines auslaufenden Teilchens nicht auf der
Masseschale liegt. Da Divergenzen ausschlieÿlich von Propagatoren und nicht
von Vertices kommen können, divergiert der Term nicht. Als Konsequenz folgt

Mµq
µ → 0 für q → 0 . (1.3.9)

Damit sind nur solche Prozesse physikalisch möglich, die die Bedingung∑
m

Qm =
∑
n

Qn (1.3.10)

erfüllen. Dies ist aber nichts anderes als die Tatsache, dass bei jedem Streu-
prozess die elektrische Ladung erhalten bleibt. Diese ist somit eine Konsequenz
aus der notwendigen Eichinvarianz des Maxwell-Feldoperators in der relati-
vistischen Quantenfeldtheorie.

Die Eichinvarianz ist aber keine Symmetrie im physikalischen Sinne. Sie hat
keine Auswirkungen auf die Zustände des Photons im Hilbert-Raum, sondern
zeigt die Redundanz in der Beschreibung eines masselosen Teilchens durch
einen Feldoperator. Da die Zustände im Hilbert-Raum sich bei der Eich-
transformation nicht ändern, müssen die durch eine Eichtransformation ver-
bundenen Feldkon�gurationen physikalisch äquivalent sein.
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1.4 Das Äquivalenzprinzip

Die Überlegungen für das masselose Spin-1 Teilchen lassen sich ohne groÿe
Modi�kationen auf masselose Spin-2 Teilchen übertragen. Der Spin von masse-
losen Spin-2 Teilchen kann wie bei Spin-1 Teilchen nur zwei Werte annehmen,
in diesem Fall die beiden Werte h = ±2. Zum Aufbau eines Lorentz-invarianten
Lagrange-Skalars führt man auch hier einen freien Feldoperator

ĥµν(x) =
∑
h

∫
(2π)−

3
2√

2q0

(
e−iqxeµν(~q, h)â(~q, h) + eiqxeµν∗(~q, h)â†(~q, h)

)
d3q

(1.4.1)

ein, erzeugt die Polarisationsmatrizen wiederum aus einem Referenzsystem

eµν(~q, h) = Λµρ(ωq) Λνσ(ωq) e
ρσ(~k, h) (1.4.2)

und de�niert sie in diesem Referenzsystem mit Hilfe der Polarisationsvektoren

eρσ(~k,±2) = eρ(~k,±1)eσ(~k,±1)

=
1

2


0 0 0 0
0 +1 ±i 0
0 ±i −1 0
0 0 0 0

 . (1.4.3)

Dass hierdurch tatsächlich ein Spin-2 Teilchen beschrieben wird, sieht man mit
(1.2.14) durch Auswertung von

Rµνρσ(θ) eρσ(~k, 2λ) = Rµρ(θ)R
ν
σ(θ) eρ(~k, λ)eσ(~k, λ)

= Rµρ(θ) e
ρ(~k, λ) ·Rνσ(θ) eσ(~k, λ)

= e−iλθeρ(~k, λ) · e−iλθeσ(~k, λ)

= e−i2λθ eρσ(~k, 2λ) , (1.4.4)

da h = 2λ = ±2 folgt. Die Eigenschaften der Polarisationsvektoren über-
tragen sich entsprechend der De�nition auf die Polarisationsmatrizen

qνe
µν(~q, h) = 0 sowie qµe

µν(~q, h) = 0 . (1.4.5)

Zudem gelten die Beziehungen

eµν(~q, h) = eνµ(~q, h) sowie ηµνe
µν(~q, h) = 0 . (1.4.6)
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Erstere ist eine Konsequenz der symmetrischen De�nition der Polarisations-
matrizen, während die zweite Beziehung durch Ausnutzung der Invarianz des
Metriktensors ηµν bei Lorentz-Transformationen gezeigt werden kann:

ηµνe
µν(~q, h) =

(
Λµ

κ(ωq) Λν
τ (ωq) ηκτ

)(
Λµρ(ωq) Λνσ(ωq) e

ρσ(~k, h)
)

= ηκτ δ
κ
ρ δ

τ
σ e

ρσ(~k, h)

= ηρσ e
ρσ(~k, h)

= η11 − η22

= 0 (1.4.7)

Hiermit sind auch die wesentlichen Eigenschaften des Feldoperators festgelegt:

ĥµν(x) = ĥνµ(x) (1.4.8)

∂µĥ
µν(x) = 0 (1.4.9)

ηµν ĥ
µν(x) = 0 (1.4.10)

Der so de�nierte Feldoperator ĥµν(x) ist kein echter Tensor. Aus (1.2.16) ergibt
sich nämlich

ΛµρΛ
ν
σ e

ρσ(~q, 2λ) = e−i2λθ
(
eµ( ~Λq, λ) + f · (Λq)µ

)(
eν( ~Λq, λ) + f · (Λq)ν

)
= e−i2λθ

(
eµν( ~Λq, 2λ) + ξν · (Λq)µ + ξµ · (Λq)ν

)
(1.4.11)

mit ξµ = f · eµ( ~Λq, λ) +
1

2
f2 · (Λq)µ . (1.4.12)

Für einen beliebigen Zustandsvektor gilt nun wiederum

Û(ω) |~q, h〉 = e−ihθ | ~Λq, h〉 . (1.4.13)

Eine vollständig analoge Diskussion wie beim Spin-1 Teilchen zeigt, dass ein
rein formal Lorentz-invarianter Lagrange-Skalar eines Spin-2 Teilchens auch
tatsächlich Lorentz-invariant ist, wenn er zusätzlich invariant unter der Eich-
transformation

ĥµν(x) −→ ĥµν(x) + ∂µξ̂ν + ∂ν ξ̂µ (1.4.14)

ist. Auf der Ebene der Polarisationsmatrizen ist die Eichtransformation

eµν(~q, h) −→ eµν(~q, h) + cνqµ + cµqν (1.4.15)

mit Hilfe eines beliebigen Vierervektors cµ formulierbar.
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Für die Berechnung der Feynman-Amplitude der Emission eines Spin-2 Teil-
chens benötigt man die zusätzlichen Feynman-Regeln:

• Jedes auslaufende Spin-2 Teilchen liefert den Faktor eµν∗(~q, h)

• Jeder Skalar-Spin-2 Vertex liefert den Faktor τ1;µν(p, p′,m)

Dabei ist der Vertexfaktor durch den Ausdruck

τ1;µν(p, p′,m) = −i κ
2

((
pµp
′
ν + pνp

′
µ

)
− ηµν

(
p · p′ −m2

))
(1.4.16)

gegeben, der sich für weiche Spin-2 Teilchen im Grenzübergang q → 0 zu

τ1;µν(p, p,m) = −iκpµpν (1.4.17)

vereinfacht. Der Vertexfaktor für den Skalar-Photon-Vertex war im Grenz-
übergang q → 0 durch −i2Qpµ gegeben. Die Feynman-Amplitude für die
Emission eines weichen Spin-2 Teilchens erhält man deshalb aus (1.3.6), indem
man einfach die Vertexfaktoren austauscht:

M =M0

(
−
∑
n

κnpnµpnν e
µν∗(~q, h)

2pn · q
+
∑
m

κmpmµpnν e
µν∗(~q, h)

2pm · q

)
+Mµνe

µν∗(~q, h) (1.4.18)

Auch in diesen Fall ergibt sich für einlaufende bzw. auslaufende Teilchen mit
Masse und beliebigem Spin die gleiche Feynman-Amplitude. Die Notwendigkeit
der Eichinvarianz führt dann zu der Bedingung

M0

(
−
∑
n

κnpnµpnν (cνqµ + cµqν)∗

2pn · q
+
∑
m

κmpmµpnν (cνqµ + cµqν)∗

2pm · q

)

+Mµν(cνqµ + cµqν)∗ = 0 . (1.4.19)

Berücksichtigt man wiederum, dass im Grenzübergang q → 0 der letzte Term
verschwindet, erhält man nach kurzer Umformung schlieÿlich die Bedingung∑

m

κmpmµ =
∑
n

κnpnµ . (1.4.20)

Die einzige erhaltene Gröÿe bei einem nicht trivialem Streuprozess ist nun aber
nur der Gesamtimpuls. Als Konsequenz muss für alle Teilchen

κm = κn = κ (1.4.21)
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gelten. Die Kopplungsstärke eines Spin-2 Teilchens zu allen anderen Teilchen
ist identisch gleich κ. Dies ist aber nichts anderes als das Äquivalenzprinzip, da
die verwendeten Vertices der Kopplung des Spin-2 Teilchens an den Energie-
Impulsdichte-Tensor der anderen Teilchen entsprechen. Dies wird im nächsten
Kapitel gezeigt werden. Das Äquivalenzprinzip ist damit letztlich eine Konse-
quenz der Forderung nach Lorentz-Invarianz, da diese zur Notwendigkeit der
Eichinvarianz der Feldoperatoren und Polarisationsmatrizen geführt hat, aus
welcher dann das Äquivalenzprinzip folgt.

1.5 Die Vertexfaktoren

Als letztes o�enes Element verbleibt zu zeigen, dass auch die in den Feynman-
Regeln verwendeten Vertexfaktoren eine Konsequenz der notwendigen Eich-
invarianz sind. Dies soll in einem ersten Schritt für den Spin-1 Fall gezeigt
werden. Den Feynman-Regeln liegt das sogenannte Wechselwirkungsbild zu-
grunde. Im Wechselwirkungsbild folgen alle Operatoren einer freien Dyna-
mik, während die Dynamik des Zustandsvektors durch die Wechselwirkung
bestimmt wird. Bezeichnet

Ĥ(t) = Ĥ0 + ĤW (t) (1.5.1)

den zugehörigen Hamilton-Operator des betrachteten Systems im Wechsel-
wirkungsbild, dann gilt

dÔ(t)

dt
= i
[
Ĥ0, Ô(t)

]
(1.5.2)

d |η(t)〉
dt

= −iĤW (t) |η(t)〉 . (1.5.3)

Aus der zweiten Beziehung lässt sich der Streuoperator

|η(+∞)〉 = Ŝ |η(−∞)〉 (1.5.4)

ableiten, der nach Potenzen von ĤW (t) entwickelt werden kann und für den
in erster Ordnung

Ŝ(1) =

∫
(−i)ĤW (t) dt (1.5.5)
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ist. Der Hamilton-Operator ĤW (t) kann nun aus einem Hamilton-Skalar

ĤW (t) =

∫
ĤW (x)d3x

=

∫
HW

(
F̂`(x), ∂ν F̂`(x), Âµ(x), ∂νÂµ(x)

)
d3x (1.5.6)

aufgebaut werden, was zu der wichtigen Darstellung

Ŝ(1) =

∫
(−i)ĤW (x) d4x (1.5.7)

führt. Die Existenz des Vertexes für die Emission eines einzelnen Photons
bedeutet, dass der Wechselwirkungsteil des Hamilton-Skalars einen Term linear
in dem Maxwell-Feldoperator

ĤWA(x) = QĴµ(x)Âµ(x) (1.5.8)

besitzen muss. Da die notwendige Eichinvarianz nur als ein Artefakt bei der
De�nition der Feldoperatoren im Minkowski-Raum entsteht und deshalb zu
keinen beobachtbaren Konsequenzen führen kann, muss der Streuoperator eich-
invariant sein; d.h. es muss insbesondere auch

Ŝ′(1) = Ŝ(1) =⇒
∫
Ĵµ(x)Â′µ(x)d4x =

∫
Ĵµ(x)Âµ(x)d4x

=⇒
∫
Ĵµ(x)∂µf̂(x)d4x = 0 (1.5.9)

gelten. Der Operator f̂(x) kann nun eine beliebige Form besitzen. Wegen∫
Ĵµ(x)∂µf̂(x)d4x =

∫
∂µ
(
Ĵµ(x)f̂(x)

)
d4x−

∫ (
∂µĴµ(x)

)
f̂(x)d4x

= −
∫ (

∂µĴµ(x)
)
f̂(x)d4x (1.5.10)

kann Ĵµ(x) nur ein erhaltener Stromoperator

∂µĴµ(x) = 0 (1.5.11)

sein. Für Skalarfelder ist der erhaltene Stromoperator durch

Ĵµ = −i
(
∂µΦ̂†

)
Φ̂ + iΦ̂†

(
∂µΦ̂

)
(1.5.12)
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gegeben. Man veri�ziert

∂µĴµ(x) = −i
(
∂µ∂µΦ̂†

)
Φ̂− i

(
∂µΦ̂†

)(
∂µΦ̂

)
+ i
(
∂µΦ̂†

)(
∂µΦ̂

)
+ iΦ̂†

(
∂µ∂µΦ̂

)
= −i

(
−m2Φ̂†

)
Φ̂ + iΦ̂†

(
−m2Φ̂

)
= 0 ,

wobei ausgenutzt wurde, dass die Feldoperatoren imWechselwirkungsbild einer
freien Dynamik

∂µ∂µΦ̂ +m2Φ̂ = 0 sowie ∂µ∂µΦ̂† +m2Φ̂† = 0 (1.5.13)

folgen. Damit wird der Streuoperator in erster Ordnung

Ŝ(1) =

∫
(−i)Q

(
−i
(
∂µΦ̂†

)
Φ̂ + iΦ̂†

(
∂µΦ̂

))
Âµ d4x . (1.5.14)

Der Vertexfaktor ergibt sich hieraus nun einfach durch die Ersetzungen

∂µΦ̂ −→ −ip′µ , ∂µΦ̂† −→ ipµ sowie Φ̂, Φ̂†, Âµ −→ 1 , (1.5.15)

die einem Übergang von der Orts- in die Impulsdarstellung entsprechen, zu

Vµ(p, p′) = −iQ
(
pµ + p′µ

)
. (1.5.16)

Ganz analog lässt sich der Vertexfaktor für den Spin-2 Fall gewinnen. Die
Möglichkeit der Emission eines einzelnen Spin-2 Teilchens bedeutet hier, dass
der Wechselwirkungsteil des Hamilton-Skalars mit einem zweistu�gen Tensor
T̂µν(x) der Materie einen Term linear in dem Spin-2 Feldoperator

ĤWl(x) =
κ

2
T̂µν(x)ĥµν(x) (1.5.17)

besitzen muss. Für den zweistu�gen Tensor T̂µν(x) folgt aus der notwendigen
Eichinvarianz dann, dass er mit

∂µT̂µν(x) = 0 sowie ∂ν T̂µν(x) = 0 (1.5.18)

eine Erhaltungsgröÿe in beiden Indizes sein muss. Der einzige erhaltene zwei-
stu�ge Tensor ist nun der Energie-Impulsdichte-Tensor. Für das Skalarfeld ist
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dieser in µ und ν symmetrische Tensor durch

T̂µν =
(
∂µΦ̂†

)(
∂νΦ̂

)
+
(
∂νΦ̂†

)(
∂µΦ̂

)
− ηµν

((
∂ρΦ̂

†)(∂ρΦ̂)−m2Φ̂†Φ̂
)

(1.5.19)

gegeben. Man veri�ziert wiederum

∂µT̂µν(x) =
(
∂µ∂µΦ̂†

)(
∂νΦ̂

)
+
(
∂µΦ̂†

)(
∂µ∂νΦ̂

)
+
(
∂µ∂νΦ̂†

)(
∂µΦ̂

)
+
(
∂νΦ̂†

)(
∂µ∂µΦ̂

)
−
(
∂ν∂ρΦ̂

†)(∂ρΦ̂)− (∂ρΦ̂†)(∂ν∂ρΦ̂)
+m2

(
∂νΦ̂†

)
Φ̂ +m2Φ̂†

(
∂νΦ̂

)
=
(
∂µ∂µΦ̂†

)(
∂νΦ̂

)
+
(
∂νΦ̂†

)(
∂µ∂µΦ̂

)
+m2

(
∂νΦ̂†

)
Φ̂ +m2Φ̂†

(
∂νΦ̂

)
=
(
−m2Φ̂†

)(
∂νΦ̂

)
+
(
∂νΦ̂†

)(
−m2Φ̂

)
+m2

(
∂νΦ̂†

)
Φ̂ +m2Φ̂†

(
∂νΦ̂

)
= 0 .

Setzt man den Energie-Impulsdichte-Tensor in den Streuoperator erster Ord-
nung

Ŝ(1) =

∫
(−i)κ

2
T̂µν ĥ

µν d4x (1.5.20)

ein, so liefert der Übergang in die Impulsdarstellung mit wiederum den be-
kannten Ersetzungen

∂µΦ̂ −→ −ip′µ , ∂µΦ̂† −→ ipµ sowie Φ̂, Φ̂†, ĥµν −→ 1 (1.5.21)

schlieÿlich den erwarteten Vertexfaktor

Vµν(p, p′) = −i κ
2

((
pµp
′
ν + pνp

′
µ

)
− ηµν

(
p · p′ −m2

))
(1.5.22)

der Skalar-Spin-2 Wechselwirkung auf Baumebene.
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1.6 Exkurs: Spin-s Felder

Die Überlegungen wie für das masselose Spin-1 und Spin-2 Teilchen lassen
sich für masselose Teilchen mit höherem ganzzahligen Spin fortführen. Der
Spin von masselosen Teilchen kann in z-Richtung nur zwei Werte annehmen,
ein Spin-s Teilchen die beiden Werte h = ±s. Der Feldoperator zum Aufbau
eines Lorentz-invarianten Lagrange-Skalars ist dann

F̂µ1µ2...µs(x) =
∑
h

∫
(2π)−

3
2√

2q0

(
e−iqxeµ1µ2...µs(~q, h)â(~q, h)

+ eiqxeµ1µ2...µs∗(~q, h)â†(~q, h)
)
d3q

mit den Polarisationsfaktoren

eµ1µ2...µs(~q, h) = Λµ1
ρ1(ωq) Λµ2

ρ2(ωq) · · ·Λµsρs(ωq) eρ1ρ2...ρs(~k, h) , (1.6.1)

die im Referenzsystem wiederum mit Hilfe der Polarisationsvektoren

eµ1µ2...µs(~k,±s) = eµ1(~k,±1)eµ2(~k,±1) · · · eµs(~k,±1) (1.6.2)

de�niert werden. Die Polarisationsfaktoren erfüllen analog wie beim Spin-2
Teilchen die für das Folgende wichtige Beziehung

ηµaµbe
µ1µ2...µs(~q, h) = 0 mit a 6= b ∈ {1, 2, . . . , s} . (1.6.3)

Die Forderung nach Lorentz-Invarianz führt für die Feynman-Amplitude zur
notwendigen Invarianz unter der Eichtransformation

eµ1µ2...µs(~q, h) −→ eµ1µ2...µs(~q, h) + c(µ1qµ2...µs) , (1.6.4)

in welcher die Klammerung (µ1µ2 . . . µs) die vollständige Symmetrisierung
der Indizes bedeutet. Auf der Ebene des Lagrange-Skalars ist die Eichtrans-
formation des Feldoperators durch den Übergang

F̂µ1µ2...µs(x) −→ F̂µ1µ2...µs(x) + ∂(µ1 ξ̂µ2...µs)(x) (1.6.5)

gegeben. Aufgrund der Lorentz-Invarianz kann der Skalar-Spin-s Vertexfaktor
zur Berechnung der Feynman-Amplitude bei einem weichen Spin-s Teilchen
nur die allgemeine Struktur

Vµ1µ2...µs(p, p) = −iλpµ1
pµ2
· · · pµs + η(µ1µ2

V ′µ3...µs)(p, p) (1.6.6)
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besitzen. Wegen (1.6.3) verschwinden nun aber alle Kontraktionen des zwei-
ten Terms mit den Polarisationsfaktoren. Damit ist der zur Berechnung der
Feynman-Amplitude relevante Teil des Vertexfaktors

Vµ1µ2...µs(p, p)
∣∣
relevant

= −iλpµ1pµ2 · · · pµs . (1.6.7)

Es lässt sich wiederum zeigen, dass für einlaufende bzw. auslaufende Teilchen
mit Masse und beliebigem Spin der gleiche relevante Vertexfaktor entsteht.
Durch analoge Schritte wie beim weichen Spin-2 Teilchen ergibt sich damit
das Weinberg low-energy Theorem∑

m

λmpmµ1
pmµ2

· · · pmµs−1
=
∑
n

λnpnµ1
pnµ2

· · · pnµs−1
. (1.6.8)

Die Fälle s = 1, 2 wurden bereits ausführlicher diskutiert und entsprechen der
Ladungserhaltung bzw. dem Äquivalenzprinzip. Für s ≥ 3 ist dieses Erhaltungs-
gesetz nur erfüllbar, wenn

λm = λn = 0 (1.6.9)

gilt; d.h. keine Kopplung zum weichen Spin-s Teilchen statt�ndet. Masse-
lose Spin-s Teilchen können zwar existieren, aber bei niedrigen Energien keine
minimale Kopplung zu sich selbst oder zu anderen Teilchen besitzen und da-
mit keine langreichweitigen Kräfte beschreiben. Eine ausführlichere Diskussion
dieses und weiterer no-go Theoreme �ndet sich in [Bol12].
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Kapitel 2

Das Graviton-Feld

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass das masselose Spin-2 Teilchen mit dem
Träger der gravitativen Wechselwirkung identi�ziert werden kann. Durch Aus-
nutzung der notwendigen Eichinvarianz wird der Lagrange-Skalar des Spin-
2 Feldes bestimmt. Um die Darstellung so übersichtlich wie möglich zu hal-
ten, werden die Überlegungen mit den klassischen kovariant formulierten Feld-
gröÿen durchgeführt. Abschlieÿend wird der Graviton-Propagator ermittelt.

2.1 Eigenschaften des Gravitons

Die Gravitation ist eine langreichweitige Kraft. Sie kann deshalb nur durch ein
masseloses Boson vermittelt werden. Da sie zudem immer anziehend wirkt,
sind nur die Spins s = 0 oder s = 2 möglich.

Beobachtungen haben gezeigt, dass die Gravitation auch auf Photonen wirkt.
Wären die zugehörigen Gravitonen Spin-0 Teilchen, so könnte ein entsprechen-
der Wechselwirkungsterm keine Lorentz-Indizes enthalten und die Wechsel-
wirkung wäre dann nur über die Spur des Energie-Impulsdichte-Tensors der
Photonen möglich, da die Gravitation an den Energieinhalt koppelt. Nun gilt

ηµνT em
µν = ηµν

(
ηρσFµρFνσ −

1

4
ηµνFρσF

ρσ
)

= FµρF
µρ − 1

4
· 4 · FρσF ρσ = 0 . (2.1.1)

Da die Spur verschwindet, kann die Gravitation nur durch ein Spin-2 Teilchen,
dem sogenannten Graviton, repräsentiert werden.
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2.2 Der Lagrange-Skalar des Maxwell-Feldes

Als Vorbereitung auf das Graviton-Feld soll zuerst der Lagrange-Skalar des
Maxwell-Feldes abgeleitet werden. Da die Bewegungsgleichung des Maxwell-
Feldes linear sein soll, darf der Lagrange-Skalar höchstens quadratisch in den
Feldvariablen und ihren ersten Ableitungen sein. Der allgemeinste Lorentz-
Skalar, der sich für das masselose Maxwell-Feld bilden lässt, ist dann

LA =
(
c1ερσµν + c2ηρσηµν + c3ηρµησν + c4ηρνησµ

)
∂ρAσ ∂µAν

= c1ερσµν ∂
ρAσ ∂µAν + c2 (∂µA

µ)
2

+ c3∂µAν ∂
µAν + c4∂νAµ ∂

µAν .
(2.2.1)

Nun ist

ερσµν ∂
ρAσ ∂µAν = ερσµν ∂

ρAσ ∂µAν + ερσµν A
σ ∂ρ∂µAν

= ∂ρ
(
ερσµν A

σ ∂µAν
)

(2.2.2)

eine vollständige Divergenz, die die Bewegungsgleichung nicht beein�ussen
kann. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann deshalb c1 = 0 gesetzt
werden. Führt man die Eichtransformation

A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x) (2.2.3)

durch und betrachtet nur die in f(x) quadratischen Terme, so muss o�enbar

c2 (∂µ∂
µf)

2
+ c3∂µ∂νf ∂

µ∂νf + c4∂ν∂µf ∂
µ∂νf = 0 (2.2.4)

sein. Hieraus kann man für die Koe�zienten unmittelbar

c2 = 0 und c4 = −c3 (2.2.5)

ablesen. Damit verbleibt für den Lagrange-Skalar

LA = c3∂µAν ∂
µAν − c3∂νAµ ∂µAν

= c3

(
∂µAν − ∂νAµ

)
∂µAν

=
c3
2

(
∂µAν − ∂νAµ

)(
∂µAν − ∂νAµ

)
. (2.2.6)

Führt man den Feldstärketensor

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.2.7)
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ein, so erhält man mit der üblicherweise gewählten Skalierung die gewohnte
Form

LA = −1

4
FµνF

µν (2.2.8)

des Lagrange-Skalars des Maxwell-Feldes. Die Eichinvarianz ist in dieser Form
auch unmittelbar einsichtig.

2.3 Der Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes

Die Ableitung des Lagrange-Skalars für das Graviton-Feld ist algebraisch etwas
komplizierter als für das Maxwell-Feld. Der mögliche Lagrange-Skalar für das
masselose Graviton-Feld, der ein Lorentz-Skalar und höchsten quadratisch in
den ersten Ableitungen der Feldvariablen ist, hat die allgemeine Struktur

Lh =

(∑
n

cnη...η...η...

)
∂ρhµν ∂σhκλ , (2.3.1)

wobei der erste Tensor aus Termen von jeweils 3 Metriktensoren η... aufge-
baut ist, die alle möglichen paarweisen Kontraktionen darstellen. Da wegen
der Symmetrie des Graviton-Feldes die Kontraktionen (ρ, µ) und (ρ, ν) sowie
(ρ, κ) und (ρ, λ) gleichwertig sind, verbleiben als relevante Kontraktionen nur
mehr die nachstehenden Paarungen:

ρµ νσ κλ ρµν ↔ σκλ− Symmetrie = (2.3.8) (2.3.2)

ρµ νκ σλ κ↔ λ− Symmetrie = (2.3.4) (2.3.3)

ρµ νλ σκ (2.3.4)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ρσ µν κλ (2.3.5)

ρσ µκ νλ (2.3.6)

ρσ µλ νκ κ↔ λ− Symmetrie = (2.3.6) (2.3.7)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ρλ µν σκ (2.3.8)

ρλ µσ νκ µ↔ ν − Symmetrie = (2.3.10) (2.3.9)

ρλ µκ νσ (2.3.10)
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Formal ergibt sich für den Lagrange-Skalar damit

Lh =
(
(2.3.6) + (2.3.5) + (2.3.8) + (2.3.4) + (2.3.10)

)
∂ρhµν ∂σhκλ

=
(
c1ηρσηµκηνλ + c2ηρσηµνηκλ + c3ηρληµνησκ

+ c4ηρµηνλησκ + c5ηρληµκηνσ

)
∂ρhµν ∂σhκλ ,

was mit der abkürzenden Schreibweise h = hµµ = hµ
µ zu der Darstellung

Lh = c1∂
ρhµν ∂ρhµν + c2∂

ρh ∂ρh+ c3∂ρh ∂σh
σρ

+ c4∂µh
µν ∂σhσν + c5∂

ρhµν ∂νhµρ (2.3.11)

führt. Mit der Umbenennung der Indizes im letzten Term entsprechend

∂ρhµν ∂νhµρ = ∂σhµν ∂µhνσ (2.3.12)

sieht man, dass sich dieser vom vorletzten Term nur um eine vollständige
Divergenz

∂σhµν ∂µhνσ + ∂µ

(
hµν ∂σhσν − ∂σhµν hνσ

)
= ∂σhµν ∂µhνσ + ∂µh

µν ∂σhσν − ∂σhµν ∂µhνσ
+ hµν ∂µ∂

σhσν − ∂µ∂σhµν hνσ

= ∂µh
µν ∂σhσν + hµν ∂µ∂

σhσν − ∂σ∂µhσν hνµ

= ∂µh
µν ∂σhσν (2.3.13)

unterscheidet. Damit sind die beiden Terme gleichwertig und man kann ohne
Einschränkung der Allgemeinheit entweder c4 = 0 oder c5 = 0 setzen. Beide
Ansätze �nden sich in der Literatur. Mit dem hier gewählten Ansatz c5 = 0
reduziert sich der Lagrange-Skalar zu:

Lh = c1∂
ρhµν ∂ρhµν + c2∂

ρh ∂ρh+ c3∂ρh ∂σh
σρ + c4∂µh

µν ∂σhσν (2.3.14)

Die vier verbleibenden Koe�zienten ergeben sich aus der Forderung nach der
notwendigen Eichinvarianz

h′µν(x) = hµν(x) + ∂µξν + ∂νξµ (2.3.15)
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des Graviton-Feldes. Betrachtet man die in dem Eichvektor ξµ quadratischen
Terme, so wird

Lh′(ξ
2) = c1∂

ρ
(
∂µξν + ∂νξµ

)
∂ρ
(
∂µξν + ∂νξµ

)
+ 4c2∂

ρ
(
∂µξ

µ
)
∂ρ
(
∂νξ

ν
)

+ 2c3∂ρ
(
∂µξ

µ
)
∂σ
(
∂σξρ + ∂ρξσ

)
+ c4∂µ

(
∂µξν + ∂νξµ

)
∂σ
(
∂σξν + ∂νξσ

)
= 2c1 ∂

ρ∂µξν ∂ρ∂µξν + 2c1 ∂
ρ∂µξν ∂ρ∂νξµ

+ 4c2 ∂
ρ∂µξ

µ ∂ρ∂νξ
ν

+ 2c3 ∂ρ∂µξ
µ ∂σ∂

σξρ + 2c3 ∂ρ∂µξ
µ ∂ρ∂σξ

σ

+ c4 ∂µ∂
µξν ∂σ∂σξν + c4 ∂µ∂

µξν ∂ν∂
σξσ

+ c4 ∂
ν∂µξ

µ ∂σ∂σξν + c4 ∂
ν∂µξ

µ ∂ν∂
σξσ .

Setzt man hierin die Identitäten

∂ρ∂µξν ∂ρ∂µξν = ∂µ
(
∂ρξν ∂ρ∂µξν − ∂µξν ∂ρ∂ρξν

)
+ ∂µ∂

µξν ∂σ∂σξν

∂ρ∂µξν ∂ρ∂νξµ = ∂µ
(
∂ρξν ∂ρ∂νξµ − ∂ρ∂νξν ∂ρξµ

)
+ ∂ρ∂νξ

ν ∂ρ∂
µξµ

ein, so erhält man

Lh′(ξ
2)

div
= 2c1 ∂

ρ∂νξ
ν ∂ρ∂

µξµ + 2c1 ∂µ∂
µξν ∂σ∂σξν

+ 4c2 ∂
ρ∂µξ

µ ∂ρ∂νξ
ν

+ 2c3 ∂ρ∂µξ
µ ∂σ∂

σξρ + 2c3 ∂ρ∂µξ
µ ∂ρ∂σξ

σ

+ c4 ∂µ∂
µξν ∂σ∂σξν + c4 ∂µ∂

µξν ∂ν∂
σξσ

+ c4 ∂
ν∂µξ

µ ∂σ∂σξν + c4 ∂
ν∂µξ

µ ∂ν∂
σξσ

div
= (2c1 + 4c2 + 2c3 + c4) ∂ρ∂νξ

ν ∂ρ∂
µξµ

+ (2c1 + c4) ∂µ∂
µξν ∂σ∂σξν

+ (2c3 + 2c4) ∂ρ∂µξ
µ ∂σ∂

σξρ .

Dies bedeutet

Lh′ = Lh + Lh′(ξ) + Lh′(ξ
2)

div
= Lh + Lh′(ξ) ,
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wenn das Gleichungssystem

2c1 + 4c2 + 2c3 + c4 = 0

2c1 + c4 = 0

2c3 + 2c4 = 0

erfüllt ist. Mit der üblicherweise gewählten Skalierung folgt dann

c1 = +
1

4
, c2 = −1

4
, c3 = +

1

2
, sowie c4 = −1

2
. (2.3.16)

Nach ebenfalls längerer aber analoger Rechnung lässt sich zeigen, dass unter
Berücksichtigung der in dem Eichparameter ξµ linearen Terme der gleiche
Parametersatz insgesamt zu

Lh′ = Lh + Lh′(ξ) + Lh′(ξ
2)

div
= Lh (2.3.17)

führt. Da die beiden Lagrange-Skalare sich nur um eine vollständige Divergenz
unterscheiden, führen sie zu der gleichen Bewegungsgleichung für das Graviton-
Feld. Diese ist damit invariant unter einer Eichtransformation. Damit ergibt
sich schlieÿlich der Fierz-Pauli Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes:

1Lh = +
1

4
∂ρhµν ∂ρhµν −

1

4
∂ρh ∂ρh+

1

2
∂ρh ∂σh

σρ − 1

2
∂µh

µν ∂σhσν (2.3.18)

Unter Berücksichtigung von (2.3.13) erhält man als äquivalente Formulierung
für den Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes:

2Lh = +
1

4
∂ρhµν ∂ρhµν −

1

4
∂ρh ∂ρh+

1

2
∂ρh ∂σh

σρ − 1

2
∂ρhµν ∂νhµρ (2.3.19)

Anmerkung: Bei umgekehrter Vorzeichenkonvention für den Metriktensor als
in diesem Text verwendet, kehren sich auch die Vorzeichen der Terme in den
Lagrange-Skalaren um. Diese Varianten der Lagrange-Skalare �nden sich oft-
mals in der Literatur zur ART.
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2.4 Die Feldgleichungen des Graviton-Feldes

Für die Ableitung der Feldgleichungen ist der gesamte Lagrange-Skalar unter
Berücksichtigung der Wechselwirkung mit der Materie

L = Lh −
κ

2
· TMµνhµν + LM0 (2.4.1)

zu betrachten. Als Konsequenz der Eichinvarianz kann das Graviton in linearer
Ordnung nur an den Energie-Impulsdichte-Tensor der Materie koppeln. Denn,
da der Energie-Impulsdichte-Tensor der einzige zweistu�ge Tensor ist, zu dem
vier erhaltene Ströme gehören, folgt für den Wechselwirkungsterm

TMµνh
′µν = TMµν

(
hµν + ∂µξν + ∂νξµ

)
= TMµνh

µν + TMµν∂
µξν + TMµν∂

νξµ

= TMµνh
µν + ∂µ

(
TMµν ξ

ν
)
−
(
∂µTMµν

)
ξν + ∂ν

(
TMµν ξ

µ
)
−
(
∂νTMµν

)
ξµ

= TMµνh
µν + ∂µ

(
TMµν ξ

ν
)

+ ∂ν
(
TMµν ξ

µ
)

div
= TMµνh

µν , (2.4.2)

wobei ∂µTMµν = 0 ausgenutzt wurde. Zur Vorbereitung auf den nächsten
Abschnitt werden hier nicht die Lagrange-Skalare 1Lh oder 2Lh verwendet,
sondern der weitere gleichwertige Lagrange-Skalar

3Lh =
1

2

(
RLµν −

1

2
ηµνR

L

)
hµν (2.4.3)

mit RL = ηµνRLµν (2.4.4)

und RLµν =
1

2

(
∂µ∂

ρhρν − ∂ρ∂ρhµν − ∂µ∂νh+ ∂ν∂
ρhρµ

)
. (2.4.5)

Die Äquivalenz der Lagrange-Skalare ist leicht zu veri�zieren. Mit

ηµνRLµν =
1

2

(
∂ν∂ρhρν − ∂ρ∂ρh− ∂ν∂νh+ ∂µ∂ρhρµ

)
= ∂µ∂ρhρµ − ∂ρ∂ρh (2.4.6)
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wird der Lagrange-Skalar

3Lh =
1

4
hµν
(
∂µ∂

ρhρν − ∂ρ∂ρhµν − ∂µ∂νh+ ∂ν∂
ρhρµ

)
− 1

4
h
(
∂µ∂ρhρµ − ∂ρ∂ρh

)
= −1

4
hµν ∂ρ∂ρhµν +

1

4
h ∂ρ∂ρh

− 1

4
hµν ∂µ∂νh−

1

4
h ∂µ∂ρhρµ

+
1

4
hµν ∂µ∂

ρhρν +
1

4
hµν ∂ν∂

ρhρµ

= −1

4
∂ρ
(
hµν ∂ρhµν

)
+

1

4
∂ρhµν ∂ρhµν +

1

4
∂ρ
(
h ∂ρh

)
− 1

4
∂ρh ∂ρh

− 1

4
∂µ∂ν

(
hµν h

)
+

1

4
∂µh

µν ∂νh+
1

4
∂νh

µν ∂µh

+
1

2
∂µ
(
hµν ∂ρhρν

)
− 1

2
∂µh

µν ∂ρhρν

div
= 1Lh . (2.4.7)

Die Lagrange-Skalare unterscheiden sich wiederum nur um ein vollständige
Divergenz und führen somit zu identischen Feldgleichungen für das Graviton-
Feld. Die Feldgleichungen folgen nun aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

∂L

∂hµν
− ∂ρ

(
∂L

∂(∂ρhµν)

)
+ ∂ρ∂σ

(
∂L

∂(∂ρ∂σhµν)

)
= 0 . (2.4.8)

Da der Lagrange-Skalar 3Lh aus Termen der Form h∂∂h aufgebaut ist, gilt

∂ 3Lh
∂hµν

=
1

2

(
RLµν −

1

2
ηµνR

L

)
= ∂ρ∂σ

(
∂3Lh

∂(∂ρ∂σhµν)

)
. (2.4.9)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen führen damit zu den Feldgleichungen

RLµν −
1

2
ηµνR

L =
κ

2
· TMµν . (2.4.10)

Aus den Feldgleichungen ergeben sich die Konsistenzbedingungen

∂µTMµν = 0 =⇒ ∂µ
(
RLµν −

1

2
ηµνR

L

)
= 0 , (2.4.11)
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deren Gültigkeit man direkt überprüfen kann:

∂µ
(
RLµν −

1

2
ηµνR

L

)
=

1

2
∂µ
((
∂µ∂

ρhρν − ∂ρ∂ρhµν − ∂µ∂νh+ ∂ν∂
ρhρµ

)
− ηµν

(
∂σ∂ρhρσ − ∂ρ∂ρh

))
=

1

2

(
∂µ∂µ∂

ρhρν − ∂µ∂ρ∂ρhµν − ∂µ∂µ∂νh+ ∂µ∂ν∂
ρhρµ

− ∂ν∂σ∂ρhρσ + ∂ν∂
ρ∂ρh

)
= 0 (2.4.12)

Die Eichinvarianz der Feldgleichungen ist in dieser Form leicht einzusehen, da
auch

RLµν(h′) =
1

2

(
∂µ∂

ρh′ρν − ∂ρ∂ρh′µν − ∂µ∂νh′ + ∂ν∂
ρh′ρµ

)
= RLµν(h) +

1

2

(
∂µ∂

ρ
(
∂ρξν + ∂νξρ

)
− ∂ρ∂ρ

(
∂µξν + ∂νξµ

)
− 2 ∂µ∂ν∂

ρξρ + ∂ν∂
ρ
(
∂ρξµ + ∂µξρ

))
= RLµν(h) (2.4.13)

gilt.

2.5 Der Graviton-Propagator

Der Ausgangspunkt für die Bestimmung des Graviton-Propagators ist der freie
Lagrange-Skalar

1Lh = +
1

4
∂ρhµν ∂ρhµν −

1

4
∂ρh ∂ρh+

1

2
∂ρh ∂σh

σρ − 1

2
∂µh

µν ∂σhσν .

(2.5.1)

Wie beim Maxwell-Feld ist auch beim Graviton-Feld für konkrete Rechnungen
eine geeignete Eichung zu wählen. Wählt man den DeDonder-Eichterm

LEich =
1

2

(
∂σhσρ −

1

2
∂ρh

)(
∂λh

λρ − 1

2
∂ρh

)
(2.5.2)
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führt dies auf die eich�xierte Lagrange-Dichte

1Lh + LEich =
1

4
∂ρhµν ∂ρhµν −

1

4
∂ρh ∂ρh+

1

2
∂ρh ∂σh

σρ − 1

2
∂µh

µν ∂σhσν

+
1

2
∂σhσρ ∂λh

λρ − 1

4
∂ρh ∂λh

λρ − 1

4
∂σhσρ ∂

ρh+
1

8
∂ρh ∂

ρh

=
1

4
∂ρhµν ∂ρhµν −

1

8
∂ρh ∂ρh

=
1

8
∂λhρσ

(
ηρµησν + ηρνησµ − ηρσηµν

)
∂λhµν , (2.5.3)

wobei beim letzten Übergang die Symmetrie des Gravitonfeldes in den Indizes
ausgenutzt wurde. Hieraus folgt dann mit der Polarisationssumme

Pµνρσ = ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ (2.5.4)

die Dynamikgleichung

1

4
Pµνρσ ∂λ∂

λhρσ =
κ

2
· TµνM . (2.5.5)

Aus der De�nition des Propagators

1

4
Pµνρσ ∂λ∂

λDρσαβ(x− y) =
1

2

(
δµαδ

ν
β + δναδ

µ
β

)
· δ4(x− y) (2.5.6)

folgt unter Ausnutzung der Beziehung

PξλµνP
µνρσ = 2

(
δρξ δ

σ
λ + δσξ δ

ρ
λ

)
(2.5.7)

in der Impulsdarstellung

Dµνρσ(q2) =
Pµνρσ

q2
. (2.5.8)

Die Skalierung der Polarisationssumme ergibt sich mit κ2 = 16πG aus der For-
derung, dass sich als erste Näherung (siehe hierzu im Kapitel zu den
Störungsrechnungen) das bekannte Gravitationsgesetz ergeben muss.

Anmerkung: Oftmals wird in der Literatur κ2 = 32πG gewählt. Dann tritt in
der Polarisationssumme ein ausgleichender Faktor 1/2 auf.
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Kapitel 3

Die Selbstkopplung des
Gravitons

Die vollen nichtlinearen Einstein-Gleichungen des Gravitationsfeldes werden
in diesem Kapitel aus der Feldgleichung des Gravitons konstruiert. Wesentlich
hierfür ist die Selbstwechselwirkung des Gravitons. S.Deser hat einen geschick-
ten Ansatz gefunden, bei dem hierfür kein Iterationsprozess notwendig wird
[Des04, Des09]. Diesen Ansatz habe ich nachstehend sehr detailliert ausgear-
beitet.

3.1 Die spurverschobene Darstellung

Aus den Feldgleichungen (2.4.10) ergibt sich durch Kontraktion

−RL = ηµνRLµν −
1

2
ηµνηµνR

L =
κ

2
· ηµνTMµν =

κ

2
· TM . (3.1.1)

Dies wiederum in die Feldgleichungen eingesetzt liefert

RLµν =
κ

2
·
(
TMµν −

1

2
ηµνT

M

)
=
κ

2
· tMµν (3.1.2)

mit dem spurverschobenen Energie-Impulsdichte-Tensor

tMµν = TMµν −
1

2
ηµνT

M (3.1.3)
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der Materie. Die neue Feldgleichung lässt sich aus einem Wirkungsintegral mit
dem freien Lagrange-Skalar

L0(f,Γ) = κfµν
(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
− ηµν

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
, (3.1.4)

in dem nur erste Ableitungen auftreten, ableiten. Dabei ist

fµν = hµν − 1

2
ηµνh =⇒ f = −h (3.1.5)

das spurverschobene Feld. Aus der Eichinvarianz des Graviton-Feldes folgt,
dass für die neuen Variablen bei Eichtransformationen

δfµν = ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂λξλ (3.1.6)

δΓρµν = κ∂µ∂νξ
ρ (3.1.7)

sowie Γρµν = Γρνµ gelten muss. Man veri�ziert:

L0(f ′,Γ′) = κ
(
fµν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂λξλ

)
·
(
∂ρ
(
Γρµν + κ∂µ∂νξ

ρ
)
− ∂ν

(
Γρµρ + κ∂µ∂ρξ

ρ
))

− ηµν
(
Γρρλ + κ∂ρ∂λξ

ρ
)(

Γλµν + κ∂µ∂νξ
λ
)

+ηµν
(
Γρνλ + κ∂ν∂λξ

ρ
)(

Γλµρ + κ∂µ∂ρξ
λ
)

= L0(f,Γ) + κfµν
(
κ∂ρ∂µ∂νξ

ρ − κ∂ν∂µ∂ρξρ
)

+ κ
(
∂µξν + ∂νξµ

)(
∂ρΓ

ρ
µν + κ∂ρ∂µ∂νξ

ρ − ∂νΓρµρ − κ∂ν∂µ∂ρξρ
)

− κηµν∂λξλ
(
∂ρΓ

ρ
µν + κ∂ρ∂µ∂νξ

ρ − ∂νΓρµρ − κ∂ν∂µ∂ρξρ
)

− ηµν
(

Γρρλκ∂µ∂νξ
λ + Γλµνκ∂ρ∂λξ

ρ + κ2∂µ∂νξ
λ∂ρ∂λξ

ρ
)

+ ηµν
(

Γρνλκ∂µ∂ρξ
λ + Γλµρκ∂ν∂λξ

ρ + κ2∂ν∂λξ
ρ∂µ∂ρξ

λ
)

div
= L0(f,Γ) + 0

− Γρµνκ∂ρ∂
µξν

a
+ Γρµρκ∂ν∂

µξν
b
− Γρµνκ∂ρ∂

νξµ
c

+ Γρµρκ∂ν∂
νξµ

d

+ ηµνΓρµνκ∂ρ∂λξ
λ

e
− ηµνΓρµρκ∂ν∂λξ

λ

b

− ηµνΓρρλκ∂µ∂νξ
λ

d
− ηµνΓλµνκ∂ρ∂λξ

ρ

e

+ ηµνΓρνλκ∂µ∂ρξ
λ

a
+ ηµνΓλµρκ∂ν∂λξ

ρ

c

= L0(f,Γ) (3.1.8)
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Für den Wechselwirkungsterm mit der Materie verwendet man zweckmäÿiger-
weise die wie folgt umgeformte Darstellung

LMW = −κ
2
· TMµνhµν

= −κ
2
·
(
TMµνh

µν − TMµν ·
1

2
ηµνh− 1

2
ηµνT

Mhµν +
1

2
ηµνT

M · 1

2
ηµνh

)
= −κ

2
·
(
TMµν −

1

2
ηµνT

M

)(
hµν − 1

2
ηµνh

)
= −κ

2
· tMµνfµν . (3.1.9)

Damit wird das angepasste Wirkungsintegral

W =

∫ (
1

κ2
· L0(f,Γ)− κ

2
· tMµνfµν

)
d4x . (3.1.10)

Variation liefert

δW

δfµν
= 0 =⇒ 1

κ

(
∂ρΓ

ρ
µν −

1

2
∂νΓρµρ −

1

2
∂µΓρνρ

)
=
κ

2
· tMµν (3.1.11)

sowie

δ

δΓσαβ

∫
ηµν
(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
d4x

= ηµνδ(α
σ Γβ)

µν + ηαβΓρρσ − ηµ(αΓβ)
µσ − ην(αΓβ)

νσ

=
1

2
ηµνδασΓβµν +

1

2
ηµνδβσΓαµν + ηαβΓρρσ − ηµαΓβµσ − ηµβΓαµσ (3.1.12)

und

δ

δΓσαβ

∫
fµν
(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
d4x

= −∂σfαβ +
1

2
∂νf

ανδβσ +
1

2
∂νf

βνδασ . (3.1.13)

Die beiden letzten Variationen zusammen ergeben

1

2
ηµνδασΓβµν +

1

2
ηµνδβσΓαµν + ηαβΓρρσ − ηµαΓβµσ − ηµβΓαµσ

= κ

(
−∂σfαβ +

1

2
∂νf

ανδβσ +
1

2
∂νf

βνδασ

)
. (3.1.14)
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Dies ist eine rein algebraische Beziehung für das Γ-Feld, d.h. das Γ-Feld stellt
eine rein aus dem Graviton-Feld abgeleitete Bedingung dar. Kontraktion mit
dem Tensor δσβ liefert

1

2
ηµνΓαµν + 2ηµνΓαµν + ηασΓρρσ − ηµαΓβµβ − η

µσΓαµσ

= κ
(
−∂βfαβ + 2 ∂νf

αν +
1

2
∂νf

αν
)

=⇒ ηµνΓαµν = κ∂νf
αν . (3.1.15)

Kontraktion mit ηαβ ergibt weiter

1

2
ηµνησβΓβµν +

1

2
ηµνησαΓαµν + 4Γρρσ − Γββσ − Γαασ

= κ
(
−∂σf +

1

2
∂νf

ανηασ +
1

2
∂νf

βνηβσ

)
=⇒ Γρρσ = −κ

2
∂σf , (3.1.16)

wobei im letzten Schritt (3.1.15) ausgenutzt wurde. Durch die beiden vor-
stehenden Ergebnisse wird das Γ-Feld eindeutig festgelegt. Wegen Lorentz-
Invarianz, der Symmetrie in den unteren beiden Indizes und der notwendigen
Linearität kann es nur die Struktur

1

κ
· Γαµν = c1∂

αfµν + c2η
αρ∂µfνρ + c2η

αρ∂νfµρ

+ c3ηµν∂
αf + c4δ

α
µ∂νf + c4δ

α
ν ∂µf (3.1.17)

besitzen. Mit diesem Ansatz wird

1

κ
· ηµνΓαµν = c1∂

αf + c2∂µf
µα + c2∂νf

να

+ c3 · 4∂αf + c4∂
αf + c4∂

αf

= (c1 + 4c3 + 2c4)∂αf + 2c2∂µf
µα (3.1.18)

sowie

1

κ
· Γµµν = c1∂

µfµν + c2∂
ρfνρ + c2∂νf

+ c3∂νf + c4 · 4∂νf + c4∂νf

= (c1 + c2)∂µfµν + (c2 + c3 + 5c4)∂νf . (3.1.19)
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Vergleich mit (3.1.15) und (3.1.16) führt auf das Gleichungssystem

2c2 = 1 (3.1.20)

c1 + 4c3 + 2c4 = 0 (3.1.21)

c1 + c2 = 0 (3.1.22)

c2 + c3 + 5c4 = −1/2 (3.1.23)

mit der Lösung

c1 = −1

2
, c2 = +

1

2
, c3 = +

1

4
, c1 = −1

4
. (3.1.24)

Dies bedeutet

1

κ
· Γαµν = −1

2
∂αfµν +

1

2
ηαρ∂µfνρ +

1

2
ηαρ∂νfµρ

+
1

4
ηµν∂

αf − 1

4
δαµ∂νf −

1

4
δαν ∂µf . (3.1.25)

Unter Ausnutzung von (3.1.5) ergibt sich die Darstellung

1

κ
· Γαµν = −1

2
∂α
(
hµν −

1

2
ηµνh

)
+

1

2
ηαρ∂ν

(
hµρ −

1

2
ηµρh

)
+

1

2
ηαρ∂µ

(
hνρ −

1

2
ηνρh

)
− 1

4
ηµν∂

αh+
1

4
δαµ∂νh+

1

4
δαν ∂µh

=
ηαρ

2

(
∂µhνρ + ∂νhµρ − ∂ρhµν

)
(3.1.26)

durch das Graviton-Feld. Dies wiederum bedeutet

1

κ

(
∂ρΓ

ρ
µν −

1

2
∂νΓρµρ −

1

2
∂µΓρνρ

)

=
ηρσ

2

(
∂ρ∂µhνσ + ∂ρ∂νhµσ − ∂ρ∂σhµν

)
− ηρσ

4

(
∂ν∂µhρσ + ∂ν∂ρhµσ − ∂ν∂σhµρ

)
− ηρσ

4

(
∂µ∂νhρσ + ∂µ∂ρhνσ − ∂µ∂σhνσ

)
=

1

2

(
∂σ∂µhνσ + ∂σ∂νhµσ − ∂σ∂σhµν − ∂µ∂νh

)
. (3.1.27)
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Dies in die Dynamikgleichung (3.1.11) eingesetzt liefert

1

2

(
∂σ∂µhνσ + ∂σ∂νhµσ − ∂σ∂σhµν − ∂µ∂νh

)
=
κ

2
· tMµν . (3.1.28)

Der Vergleich der linken Seite dieser Gleichung mit (2.4.5) zeigt schlieÿlich,
dass aus dem angepassten Wirkungsintegral

W =

∫ (
1

κ2
· L0(f,Γ)− κ

2
· tMµνfµν

)
d4x . (3.1.29)

mit dem Lagrange-Skalar

L0(f,Γ) = κfµν
(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
− ηµν

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
, (3.1.30)

die spurverschobenen Feldgleichungen (3.1.2)

RLµν =
κ

2
· tMµν (3.1.31)

folgen.

3.2 Die Selbstkopplung des Graviton-Feldes

Die Quelle des Graviton-Feldes ist der Energie-Impulsdichte-Tensor. Nun be-
sitzt das Graviton-Feld auch selbst Energie; d.h. die Feldgleichung ist durch
einen Quellterm des Graviton-Feldes entsprechend

RLµν =
κ

2
·
(
tµν + tMµν

)
(3.2.1)

zu ergänzen. Da ein Spin-2 Feld aber keinen eichinvarianten Energie-Impuls-
dichte-Tensor besitzen kann, kann man (anders wie bei der Kopplung mit
Materie) nicht auf den Kopplungsterm im Wirkungsintegral des Gravitons
schlieÿen. In jedem Fall muss sich aber der Energie-Impulsdichte-Tensor ent-
sprechend (3.2.1) als Quellterm ergeben.

Betrachtet man ausschlieÿlich das Graviton-Feld, dann muss mit einem Selbst-
kopplungsterm LSK die Feldgleichung

RLµν =
κ

2
tµν (3.2.2)

aus dem kovariant formulierten Wirkungsintegral

W (f,Γ, γ) =
1

κ2

∫ (
L0(f,Γ, γ) + LSK(f,Γ, γ)

)
d4x (3.2.3)
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und dem spurverschobenen Energie-Impulsdichte-Tensor

tµν = Tµν −
1

2
ηµνT mit Tµν =

2√
−γ

δW (f,Γ, γ)

δγµν

∣∣∣∣
γxx=ηxx

(3.2.4)

folgen. Interpretiert man fµν als Tensordichte vom Gewicht 1 und Γρµν als
normalen Tensor des Minkowski-Raumes, geht für krummlinige Koordinaten
(3.1.5) in

fµν =
√
−γ
(
hµν − 1

2
γµνh

)
(3.2.5)

über und die kovariante Ableitung von Γρµν wird

DσΓρµν = ∂σΓρµν + CρσλΓλµν − CλσµΓρλν − C
λ
σνΓρµλ (3.2.6)

mit dem auf γ bezogenen Levi-Civita-Zusammenhang

Cλµν = =
γλρ

2

(
∂µγνρ + ∂νγµρ − ∂ργµν

)
. (3.2.7)

Für den kovariant formulierten Lagrange-Skalar ergibt sich

L0(f,Γ, γ) = κfµν
(
DρΓ

ρ
µν −DνΓρµρ

)
−
√
−γ γµν

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
(3.2.8)

und es wird sich zeigen, dass die Selbstkopplung

LSK(f,Γ, γ) = κfµν
(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
(3.2.9)

zum gewünschten Ergebnis führt.

3.3 Der Energie-Impulsdichte-Tensor

Da LSK(f,Γ, γ) keinen Beitrag liefert, ist nach den Überlegungen im vorheri-
gen Abschnitt leicht einzusehen, dass

Tµν = Sµν − Σµν (3.3.1)

mit

Σµν = − 2

κ
√
−γ

δ

δγµν

∫
fαβ

(
DρΓ

ρ
αβ −DβΓραρ

)
d4x

∣∣∣∣
γxx=ηxx

(3.3.2)

sowie

Sµν = − 2

κ2
√
−γ

δ

δγµν

∫ √
−γ γαβ ·

(
ΓρρλΓλαβ − ΓρβλΓλαρ

)
d4x

∣∣∣∣
γxx=ηxx

(3.3.3)
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wird. Setzt man Aαβ =
(
ΓρρλΓλαβ − ΓρβλΓλαρ

)
so erhält man

δ

δγµν

∫ √
−γ γαβ Aαβ d4x = −1

2

√
−γ γµνA+

√
−γ Aµν . (3.3.4)

Dies bedeutet

Sµν = − 2

κ2

(
Aµν −

1

2
ηµνA

)
(3.3.5)

bzw. spurverschoben

sµν = − 2

κ2
Aµν = − 2

κ2

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
. (3.3.6)

Mit

LΣ = fαβ
(
DρΓ

ρ
αβ −DβΓραρ

)
= fαβ

(
∂ρΓ

ρ
αβ + CρρλΓλαβ − CλραΓρλβ − C

λ
ρβΓραλ

−∂βΓραρ − C
ρ
βλΓλαρ + CλβαΓρλρ + CλβρΓ

ρ
αλ

)
= fαβ

(
∂ρΓ

ρ
αβ − ∂βΓραρ + CρρλΓλαβ − 2CλραΓρλβ + CλβαΓρλρ

)
(3.3.7)

wendet man für die nächste Rechnung am zweckmäÿigsten die Beziehung

δ
∫
LΣd

4x

δγµν
=

∂LΣ

∂γµν
− ∂σ

(
∂LΣ

∂
(
∂σγµν

))

=
∂LΣ

∂Crst

∂Crst
∂γµν

− ∂σ

(
∂LΣ

∂Crst

∂Crst
∂
(
∂σγµν

)) (3.3.8)

an. Nun wird

∂Crst
∂γµν

∣∣∣∣
γxx=ηxx

=
∂

∂γµν

(
γrρ

2

(
∂sγtρ + ∂tγsρ − ∂ργst

) )∣∣∣∣
γxx=ηxx

=
1

2
δr(µδ

ρ
ν)

(
∂sγtρ + ∂tγsρ − ∂ργst

)∣∣∣∣
γxx=ηxx

=
1

2
δr(µδ

ρ
ν)

(
∂sηtρ + ∂tηsρ − ∂ρηst

)
= 0 . (3.3.9)

Dies wiederum bedeutet

κ Σµν = 2∂σ

(
∂LΣ

∂Crst

∂Crst
∂
(
∂σγµν

))∣∣∣∣∣
γxx=ηxx

. (3.3.10)
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Dabei ist

∂Crst
∂
(
∂σγµν

) ∣∣∣∣∣
γxx=ηxx

=
∂

∂
(
∂σγµν

) ( γrρ

2

(
∂sγtρ + ∂tγsρ − ∂ργst

) )∣∣∣∣∣
γxx=ηxx

=
1

2
· ∂

∂
(
∂σγµν

)(−γrργtαγρβ∂sγαβ
−γrργsαγρβ∂tγαβ + γrργsαγtβ∂ργ

αβ
)∣∣∣
γxx=ηxx

=
1

2
·
(
−ηrρηtµηρνδσs − ηrρηsµηρνδσt + ηrρηsµηtνδ

σ
ρ

)∣∣∣
µ↔ν

=
1

2
·
(
−ηtµδrνδσs − ηsµδrνδσt + ηrσηsµηtν

)∣∣∣
µ↔ν

. (3.3.11)

Dabei soll µ↔ ν kennzeichnen, dass eine Symmetrisierung über die entspre-
chenden Indizes notwendig ist. Weiter wird

∂LΣ

∂Crst
= fαβ

∂

∂Crst

(
∂ρΓ

ρ
αβ − ∂βΓραρ + CρρλΓλαβ − 2CλραΓρλβ + CλβαΓρλρ

)
=
(
fαβδρrδ

s
ρδ
t
λΓλαβ − 2fαβδλr δ

s
ρδ
t
αΓρλβ + fαβδλr δ

s
βδ
t
αΓρλρ

)∣∣∣
s↔t

=
(
fαβδsrΓ

t
αβ − 2f tβΓsrβ + f tsΓρrρ

)∣∣∣
s↔t

. (3.3.12)

Die beiden vorstehenden Ergebnisse zusammengefasst liefert unter Berücksich-
tigung der schon vorliegenden s↔ t Symmetrie des zweiten Faktors:(

fαβδsrΓ
t
αβ − 2f tβΓsrβ + f tsΓρrρ

) (
−ηtµδrνδσs − ηsµδrνδσt + ηrσηsµηtν

)∣∣∣
µ↔ν

=
(
−ηtµδσν fαβΓtαβ

a
+ 2ηtµf

tβΓσνβ −ηtµf tσΓρνρ
b

− ηµνfαβΓσαβ + 2ηsµf
σβΓsνβ −ηsµfσsΓρνρ

b

+ηtνδ
σ
µf

αβΓtαβ
a
− 2ηrσηsµηtνf

tβΓsrβ + ηrσηsµηtνf
tsΓρrρ

)∣∣∣
µ↔ν

=
(

2fβµΓσνβ − 2fσµΓρνρ − ηµνfαβΓσαβ

+2ηsµf
σβΓsνβ − 2ηrσηsµf

β
ν Γsrβ + ηrσfµνΓρrρ

)∣∣∣
µ↔ν

(3.3.13)



44 KAPITEL 3. DIE SELBSTKOPPLUNG DES GRAVITONS

Überschieben mit ηµν :

ηµν
(
. . .
)(
. . .
)∣∣∣
µ↔ν

= 2fνβΓσνβ − 2fνσΓρνρ − 4fαβΓσαβ

+ 2fσβΓννβ − 2ηrσfβs Γsrβ + ηrσfΓρrρ

= −2fαβΓσαβ − 2ηrσfβs Γsrβ + ηrσfΓρrρ (3.3.14)

Sammelt man die vorstehenden Ergebnisse zusammen, so folgt spurverschoben

κσµν = κ

(
Σµν −

1

2
ηµνΣ

)
= ∂σ

(
2fβµΓσνβ − 2fσµΓρνρ− ηµνfαβΓσαβ

a

+ 2ηsµf
σβΓsνβ − 2ηrσηsµf

β
ν Γsrβ + ηrσfµνΓρrρ

+ ηµνf
αβΓσαβ

a
+ ηµνη

rσfβs Γsrβ −
1

2
ηµνη

rσfΓρrρ

)∣∣∣∣
µ↔ν

= ∂σ
(

2ησsf
β
µΓsνβ − 2fσµΓρνρ

+ 2ηsµf
β
σΓsνβ − 2ηsµf

β
ν Γsσβ + fµνΓρσρ

+ηµνf
β
s Γsσβ −

1

2
ηµνfΓρσρ

)∣∣∣∣
µ↔ν

. (3.3.15)

Damit wird der spurverschobene Energie-Impulsdichte-Tensor zu

tµν = sµν − σµν

= − 2

κ2

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
− 1

κ
· ∂σ

(
2ησsf

β
µΓsνβ − 2fσµΓρνρ

+ 2ηsµf
β
σΓsνβ − 2ηsµf

β
ν Γsσβ + fµνΓρσρ

+ηµνf
β
s Γsσβ −

1

2
ηµνfΓρσρ

)∣∣∣∣
µ↔ν

. (3.3.16)

3.4 Die Einstein-Gleichung

Es war

W =
1

κ2

∫ (
κfµν

(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
−
(
ηµν − κfµν

)(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

))
d4x .
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Addiert man hierzu im Integranden die vollständigen Divergenzen

Ldiv = −∂ρ
(
ηµνΓρµν

)
+ ∂ν

(
ηµνΓρµρ

)
= −ηµν

(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
, (3.4.1)

durch die die Dynamik-Gleichungen nicht verändert werden, und führt die
neuen Felder

√
−g gµν = ηµν − κfµν (3.4.2)

gµρg
ρν = δνµ (3.4.3)

g = det
[
gµν
]

(3.4.4)

ein, so ergibt sich schlieÿlich

W
div
= − 1

κ2

∫ √
−g gµν

(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ + ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
d4x . (3.4.5)

Dies ist aber nichts anderes als das vollständige Wirkungsintegral der ART
im Palatini-Formalismus, wenn man gµν als Metriktensor und Γρµν als a�nen
Zusammenhang einer Riemann'schen Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten x
interpretiert.

Variation nach Γρµν (für die detaillierten Rechnungen sei auf mein Buch über
die Allgemeine Relativitätstheorie verwiesen) führt zu

∇ρ
(√
−g gµν

)
= 0 , (3.4.6)

was sich rein algebraisch entsprechend

Γσµν =
1

2
gσρ
(
∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν

)
(3.4.7)

formulieren lässt. Der a�ne Zusammenhang besitzt natürlich auch hier keine
unabhängige Dynamik. Die vorstehende Beziehung zeigt auch, warum sich Γρµν
nicht explizit nach dem Feld fµν au�ösen lässt, denn aus(

ηµρ − κfµρ
)(
ηρν + κfρν

)
= ηµρηρν + κηµρfρν − κfµρηρν − κ2fµρfρν

= δµν − κ2fµρfρν (3.4.8)

sowie der De�nitionen (3.4.2) folgt, dass

gρν√
−g

= ηρν + κfρν +

∞∑
n=2

κnTermn(f) (3.4.9)

sein muss. Hierdurch ergibt sich die Nichtlinearität der Theorie mit Selbst-
kopplung. Zudem wird deutlich, dass im zugrunde liegenden Minkowski-Raum
gµν nicht mit ηµρηνσgρσ identisch ist!
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Variation des Wirkungsintegrals nach der gµν liefert mit dem Ricci-Tensor

Rµν = ∂ρΓ
ρ
µν − ∂νΓρµρ + ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ (3.4.10)

und seiner Kontraktion R = gµνRµν für das freie Gravitationsfeld die Einstein-
Gleichung

Rµν −
1

2
gµν R = 0 . (3.4.11)

Die Selbstkopplung des Graviton-Feldes hat die volle Einstein-Gleichung gelie-
fert. Dies führt zu der Interpretation, dass das Graviton-Feld die Freiheitsgrade
eines Riemann-Raumes repräsentiert, in dem die anderen Felder als eingebettet
betrachtet werden können.

3.5 Die Feldgleichung bei Selbstkopplung

Es verbleibt zu zeigen, dass aus dem Wirkungsintegral

W (f,Γ) =
1

κ2

∫ (
L0(f,Γ) + LSK(f,Γ)

)
d4x (3.5.1)

mit

L0(f,Γ) = κfµν
(
∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓρµρ

)
− ηµν

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
(3.5.2)

sowie

LSK(f,Γ) = κfµν
(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
(3.5.3)

tatsächlich die Feldgleichung

RLµν =
κ

2
tµν (3.5.4)

folgt. Analog wie (3.1.11) ergibt sich

δW

δfµν
= 0 =⇒ ∂ρΓ

ρ
µν −

1

2
∂νΓρµρ −

1

2
∂µΓρνρ = −

(
ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλµρ

)
=
κ2

2
sµν , (3.5.5)

wobei im letzten Schritt (3.3.6) verwendet wurde.
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Weiter ergibt sich ebenso analog zu (3.1.14), wenn man überall ηµν + κfµν

einsetzt:

1

2
(ηµν + κfµν)δασΓβµν +

1

2
(ηµν + κfµν)δβσΓαµν + (ηαβ + κfαβ)Γρρσ

− (ηµα + κfµα)Γβµσ − (ηµβ + κfµβ)Γαµσ

= κ

(
−∂σfαβ +

1

2
∂νf

ανδβσ +
1

2
∂νf

βνδασ

)
(3.5.6)

Diese Gleichung ist allerdings nichtlinear und lässt sich nicht mehr explizit
au�ösen. Siehe hierzu (3.4.9). Es gibt jedoch eine alternative Möglichkeit zur
Lösung. Hierzu ist Gleichung (2.4.5) durch das spurverschobene Feld auszu-
drücken

2RLµν = ∂µ∂
ρhρν − ∂ρ∂ρhµν − ∂µ∂νh+ ∂ν∂

ρhρµ

= ∂µ∂
ρ

(
fρν −

1

2
ηρνf

)
− ∂ρ∂ρ

(
fµν −

1

2
ηµνf

)
+ ∂µ∂νf + ∂ν∂

ρ

(
fρµ −

1

2
ηρµf

)

= −∂ρ∂ρfµν + ∂µ∂
ρfρν + ∂ν∂

ρfρµ +
1

2
ηµν∂

ρ∂ρf (3.5.7)

und die kovariante Ableitung von
√
−ggµν auszunutzen. Nun ist

√
−ggµν eine

Tensordichte vom Gewicht 1, so dass sich

0 = ∇ρ
(√
−ggµν

)
= ∂ρ(

√
−ggµν) + Γµρλ

√
−ggλν + Γνρλ

√
−ggµλ − κΓλρλ

√
−ggµν

= −κ∂ρfµν + Γµρλ
(
ηλν − κfλν

)
+ Γνρλ

(
ηµλ − κfµλ

)
− Γλρλ

(
ηµν − κfµν

)
ergibt. Dies bedeutet:

∂ρfµν =
1

κ

(
ηµσΓσρν + ηνσΓσρµ − ηµνΓλρλ

)
− ηµσfλν Γσρλ − ηνσfλµΓσρλ + fµνΓλρλ
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Aus dieser Beziehung folgen durch Ableitung nach ρ die vier Gleichungen:

−∂ρ∂ρfµν =
1

κ

(
−ηµσ∂ρΓσρν

a
−ηνσ∂ρΓσρµ

b
+ηµν∂

ρΓλρλ
c

)
+ ∂ρ

(
+ηµσf

λ
ν Γσρλ + ηνσf

λ
µΓσρλ − fµνΓλρλ

)
∂µ∂

ρfρν =
1

κ

(
∂σΓσµν+ηνσ∂

ρΓσµρ
b
− ∂νΓλµλ

)
+ ∂ρ

(
−ηρσfλν Γσµλ − ηνσfλρ Γσµλ + fρνΓλµλ

)
∂ν∂

ρfρµ =
1

κ

(
∂σΓσµν+ηµσ∂

ρΓσνρ
a
− ∂µΓλνλ

)
+ ∂ρ

(
−ηρσfλµΓσνλ − ηµσfλρ Γσνλ + fρµΓλνλ

)
1

2
ηµν∂

ρ∂ρf = − 1

κ
ηµν∂

ρΓλρλ
c

+ ∂ρ
(
−ηµνfλσΓσρλ +

1

2
ηµνfΓλρλ

)
Dabei wurden zur Gewinnung der zweiten Gleichung die Indizes ρ−µ und bei
der dritten Gleichung die Indizes ρ − ν vertauscht. Addition dieser vier Glei-
chungen und sorgfältiger Vergleich der Terme in den Klammern mit (3.3.15)
zeigt, dass

2RLµν =
1

κ

(
2∂σΓσµν − ∂νΓλµλ − ∂µΓλνλ

)
− κ σµν (3.5.8)

gilt. Ausnutzung von(3.5.5) liefert schlieÿlich das gewünschte Ergebnis

RLµν =
κ

2

(
sµν − σµν

)
=
κ

2
tµν . (3.5.9)

Wie zu zeigen war, ist die Quelle des Graviton-Feldes damit tatsächlich der
eigene Energie-Impulsdichte-Tensor.
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Kapitel 4

Graviton-Materie-Kopplung

4.1 Die wechselwirkenden Felder

Die vollständige Wechselwirkung zwischen dem Metriktensor und der Mate-
rie lässt sich durch einen iterativen Prozess gewinnen. Nach dem Prinzip der
minimalen eichinvarianten Kopplung gilt für das Wirkungsintegral einer allge-
meinen Feldvariablen F in der SRT und der ART der Zusammenhang:

W0

(
ηµν , F

)
=

∫
L0

(
ηµν , F, ∂µF

)
· d4x

=⇒ WART =

∫
L0

(
gµν , F,∇µF

)
·
√
−g d4x (4.1.1)

Diesen Zusammenhang gilt es abzuleiten. Ausgangspunkt hierfür ist das im
Minkowski-Raummit krummlinigen Koordinaten formulierte Wirkungsintegral

W0

(
γµν , F

)
=

∫
L0

(
γµν , F,DµF

)
·
√
−γ d4x . (4.1.2)

Die Wechselwirkung mit dem Graviton-Feld wird durch den Term

WW =

∫
−κ

2
fµν tMµν d

4x =⇒ δfWW =

∫
−κ

2
δfµν · tMµν · d4x (4.1.3)

erfasst. Ein Faktor
√
−γ tritt im Integral trotz krummliniger Koordinaten

nicht auf, da es sich bei dem Feld fµν um eine Tensordichte handelt; siehe
hierzu (3.2.5).
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Führt man den sogenannten gotischen Metriktensor

γ̃µν =
√
−γ γµν =⇒ γ̃µν =

γµν√
−γ

(4.1.4)

ein, dann wird der spurverschobene Energie-Impulsdichte-Tensor der Materie

tMµν = 2
δW̃M

δγ̃µν
mit W̃M (γ̃µν , F ) = WM (γµν , F ) . (4.1.5)

Unter Ausnutzung von

γ̃ = det [γ̃µν ] = det

[
γµν√
−γ

]
=

(
1√
−γ

)4

det [γµν ] =
1

γ
(4.1.6)

sowie

δγρσ

δγ̃µν
=

δ

δγ̃µν

(
γ̃ρσ
√
−γ̃
)

=
1√
−γ

(
δρµδ

σ
ν −

1

2
γµνγ

ρσ

)
(4.1.7)

veri�ziert man

2
δW̃M

δγ̃µν
= 2

δWM

δγρσ
· δγ

ρσ

δγ̃µν

= 2
δWM

δγρσ
· 1√
−γ

(
δρµδ

σ
ν −

1

2
γµνγ

ρσ

)

=
2√
−γ

δWM

δγµν
− 1

2
γµν

(
γρσ

2√
−γ

δWM

δγρσ

)
= TMµν −

1

2
γµνT

M (4.1.8)

mit dem metrischen Energie-Impulsdichte-Tensor

TMµν =
2√
−γ

δW

δγµν
(4.1.9)

der Materie. Damit kann man das Wirkungsintegral (4.1.3) der Graviton-
Materie Kopplung in der Form

δfWW =

∫
−κ δfµν ·

(
δW̃

δγ̃µν

)
· d4x (4.1.10)

darstellen.
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Anmerkung: Der Energie-Impulsdichte-Tensor ist allerdings nicht eindeutig
de�niert, da eine unendliche Anzahl gleichwertiger Energie-Impulsdichte-
Tensoren existiert, die sich nur durch ein Superpotential unterscheiden. Dies
liegt darin begründet, dass der Energie-Impulsdichte-Tensor ohne Berücksich-
tigung der Gravitation keine beobachtbare Gröÿe ist. Der Metriktensor sowie
das Graviton-Feld sind symmetrische Tensoren und deshalb ist es plausibel,
auch den metrischen Energie-Impulsdichte-Tensor zu verwenden, da auch die-
ser symmetrisch ist.

Die Beziehung (4.1.10) de�niert einen iterativen Prozess zur Bestimmung des
Wirkungsintegrals mit Wechselwirkung. In einem ersten Schritt wird

δfW1 =

∫ (
−κ
)
δfµν(x1) ·

(
δW̃0

δγ̃µν(x1)

)
· d4x1 (4.1.11)

und, da W0 nicht vom Graviton-Feld abhängt, nach funktionaler Integration

W1 =

∫ (
−κ
)
fµν(x1) ·

(
δW̃0

δγ̃µν(x1)

)
· d4x1 . (4.1.12)

Bei Berücksichtigung dieses Terms wird der Teil des Wirkungsintegrals, in
welchem das Materiefeld F auftritt, dann

W
(1)
F = W0 +W1 . (4.1.13)

Konsequenterweise muss nach (4.1.10) aus Gründen der Konsistenz der Wechsel-
wirkungsanteil des Wirkungsintegrals aus dem Wirkungsintegral W (1)

F berech-
net werden. Dies ist plausibel, da sich durch die Wechselwirkung der Energie-
Impulsdichte-Tensor der Materie natürlich verändert. Mit

δfW2 =

∫ (
−κ
)
δfρσ(x2) ·

(
δW1

δγ̃ρσ(x2)

)
· d4x2

=

∫ (
−κ
)2
fµν(x1) δfρσ(x2) ·

(
δ2W̃0

δγ̃µν(x1)δγ̃ρσ(x2)

)
· d4x1 d

4x2

(4.1.14)

bzw. nach abermaliger funktionaler Integration

W2 =

∫ (
−κ
)2

2
fµν(x1) fρσ(x2) ·

(
δ2W̃0

δγ̃µν(x1)δγ̃ρσ(x2)

)
· d4x1 d

4x2

(4.1.15)
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ergibt sich ein weiterer Term

W
(2)
F = W

(1)
F +W2 = W0 +W1 +W2 (4.1.16)

im Wirkungsintegral. Es ist o�ensichtlich, dass diese Iteration fortgeführt wer-
den muss, da der neue Term ebenfalls zum Wechselwirkungsteil des Wirkungs-
integrals beiträgt. Führt man diese Iterationen bis ins Unendliche fort, erhält
man schlieÿlich das endgültige Wirkungsintegral:

W
(∞)
F =

∞∑
n=0

(
−κ
)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xn · fµν(x1) · · · fρσ(xn)

·

(
δnW̃0

(
γ̃αβ , F

)
δγ̃µν(x1) · · · δγ̃ρσ(xn)

)
(4.1.17)

Die rechte Seite dieser Beziehung ist nun aber nichts anderes als die funktionale
Taylor-Entwicklung von

W
(∞)
F = W̃0

(
γ̃µν − κ fµν , F

)
= W̃0

(√
−g gµν , F

)
, (4.1.18)

wenn man die Identi�kation
√
−g gµν = γ̃µν − κ fµν =

√
−γ γµν − κfµν (4.1.19)

vornimmt. Die vorstehende Identi�kation ist die Verallgemeinerung von (3.4.2)
auf krummlinige Koordinaten des Minkowski-Raumes. Vergleich mit (4.1.1)
liefert schlieÿlich

W
(∞)
F = W̃0

(√
−g gµν , F

)
= W0

(
gµν , F

)
= WART (4.1.20)

Damit haben sich der erwartete Zusammenhang zwischen dem Metriktensor
gµν und dem Graviton-Feld fµν sowie das Wirkungsintegral für die Materie in
Abhängigkeit vom Metriktensor ergeben.

4.2 Übergang zu Operatoren

Ausgehend vom Wirkungsintegral

W =

∫ (
3Lh −

κ

2
· TMµνhµν + L0

(
ηµν , F, ∂µF

))
d4x (4.2.1)
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und durch Übergang zu spurverschobenen Feldern ist unter Berücksichtigung
der Selbstkopplung des Graviton-Feldes und der iterativen Änderung des Teils
des Wirkungsintegrals in dem Materiefelder auftreten das vollständige
Wirkungsintegral

W =

∫ (
− 1

κ2
R(gµν) + L0

(
gµν , F,∇µF

))
·
√
−g d4x (4.2.2)

der ART gewonnen worden.

Zur Beschreibung der gravitativen Wechselwirkung zwischen zwei neutralen
Skalarfeldern ist dabei die Lagrange-Dichte

√
−g Lφ1;φ2

0 =
√
−g

(
1

2
gµν∂µφ1 ∂νφ1 −

1

2
m2

1 φ
2
1

)
+
√
−g

(
1

2
gµν∂µφ2 ∂νφ2 −

1

2
m2

2 φ
2
2

)
(4.2.3)

und für die gravitative Wechselwirkung zwischen einem Photonenfeld in der
Lorentz-Eichung und einem neutralen Skalarfeld die Lagrange-Dichte

√
−g Lγ;φ

0 =
√
−g

(
−1

4
gµρgνσFρσFµν −

1

2

(
gµν∇µAν

)2)
+
√
−g

(
1

2
gµν∂µφ ∂νφ−

1

2
M2 φ2

)
(4.2.4)

zu verwenden. Dabei gilt für den Feldstärketensor

Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ . (4.2.5)

Für störungstheoretische Rechnungen führt man durch den Übergang

gµν −→ ĝµν = ηµν + κ l̂µν (4.2.6)

einen Spin-2 Feldoperator l̂µν ein. Man beachte, dass dieser in Bezug zu gµν
gesetzt wird und nur in 0-ter Ordnung identisch mit dem vorher verwendeten
Operator ĥµν ist. Es ist leicht einzusehen, dass der neu eingeführte Operator
tatsächlich ein Spin-2 Feld ist. In den Ricci-Tensor (3.4.10) eingesetzt ergibt
sich

Rµν =
κ

2
ησρ
(
∂σ∂µ l̂ρν − ∂σ∂ρ l̂νµ − ∂ν∂µ l̂ρσ + ∂ν∂ρ l̂σµ

)
+O

(
κ2
)

=
κ

2

(
∂ρ∂µ l̂ρν − ∂ρ∂ρ l̂νµ − ∂ν∂µ l̂ + ∂ν∂

ρ l̂ρµ

)
+O

(
κ2
)

= κRLµν
(
l̂
)

+O
(
κ2
)

(4.2.7)
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sowie

gµν R = gµνg
ρσ
(
κRLρσ

(
l̂
)

+O
(
κ2
) )

=
(
ηµν + κl̂µν

)(
ηρσ − κl̂ρσ +O

(
κ2
) )

κRLρσ
(
l̂
)

+O
(
κ2
)

= ηµνη
ρσκRLρσ

(
l̂
)

+O
(
κ2
)

= ηµν κR
L
(
l̂
)

+O
(
κ2
)

. (4.2.8)

Die Einstein-Gleichung geht damit nach Division durch κ in die Form

RLµν −
1

2
ηµν R

L +O
(
κ
)

= 0 (4.2.9)

über. Da der Term O
(
κ
)
nur die Selbstwechselwirkung dieses so de�nierten

Feldoperators beschreibt, sind dies in der führenden Ordnung genau die Feld-
gleichungen (2.4.10) eines freien Spin-2 Feldes.

Eine Darstellung dieses freien Spin-2 Feldoperators durch Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ist analog zu (1.4.1) mit

l̂µν(x) =
∑
h

∫
(2π)−

3
2√

2q0

(
e−iqxeµν(~q, h)â(~q, h) + eiqxeµν∗(~q, h)â†(~q, h)

)
d3q

(4.2.10)

gegeben, wobei die Vertauschungsrelationen (1.1.5) bis (1.1.7) gelten.

Für die Ableitung von Feynman-Regeln sind einige Beziehungen hilfreich. Als
erste wichtige Beziehung ist

ĝµν = ηµν − κl̂µν + κ2ηρσ l̂
µρ l̂νσ +O(κ3) (4.2.11)

zu beachten. Mit geeigneten Termen höherer Ordnung veri�ziert man:

ĝµαĝ
αν =

(
ηµα + κl̂µα

)(
ηαν − κl̂αν + κ2ηρσ l̂

αρ l̂νσ +O(κ3)
)

= δνµ − κηµα l̂αν + κ2ηµαηρσ l̂
αρ l̂νσ + ηµαO(κ3)

+ κl̂µαη
αν − κ2 l̂µα l̂

αν + κ3 l̂µαηρσ l̂
αρ l̂νσ + κl̂µαO(κ3)

= δνµ + ηµαO(κ3) + κ3 l̂µαηρσ l̂
αρ l̂νσ + κl̂µαO(κ3)

= δνµ (4.2.12)
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Unter Ausnutzung der für Matrizen gültigen Identitäten

ln
(
det(M)

)
= tr

(
ln(M)

)
(4.2.13)

det(M1M2) = det(M1) det(M2) (4.2.14)

gilt mit der abkürzenden Schreibweise x = κl̂ weiter:√
−ĝ =

√
−det

(
η + x

)
= exp

(
1

2
ln
(
−det

(
η + x

)))

= exp

(
1

2
ln
(
−det(η) det

(
1 + η−1x

)))

= exp

(
1

2
ln
(

det
(
1 + η−1x

)))

= exp

(
1

2
tr
(

ln
(
1 + η−1x

)))

= exp

(
1

2
tr
(
η−1x− 1

2

(
η−1x

)2
+O

(
x3
) ))

= exp

(
1

2
tr
(
η−1x

)
− 1

4
tr
(
η−1x η−1x

)
+ trO

(
x3
) )

= 1 +

(
1

2
tr
(
η−1x

)
− 1

4
tr
(
η−1x η−1x

) )
+

1

2

(
1

2
tr
(
η−1x

)
− 1

4
tr
(
η−1x η−1x

) )2

+ trO
(
x3
)

= 1 +
1

2
tr
(
η−1x

)
− 1

4
tr
(
η−1x η−1x

)
+

1

8

(
tr
(
η−1x

))2

+ trO
(
x3
)

Dies umgeformt in die Indexdarstellung√
−ĝ = 1 +

κ

2
ηµν l̂µν −

κ2

4
l̂µν l̂µν +

κ2

8

(
ηµν l̂µν

)2
+O

(
κ3
)

(4.2.15)

ergibt die zweite wichtige Beziehung. Damit sind die allgemeinen sowie die
modellabhängigen Zusammenhänge zur Ableitung der Feynman-Regeln im
nächsten Abschnitt gegeben.
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4.3 Der 2-Skalar-1-Graviton Vertex

Ausgangspunkt zur Bestimmung des 2-Skalar-1-Graviton Vertex ist die auf
Operatoren umgeschriebene Lagrange-Dichte des Skalarfeldes

√
−ĝ Lφ0 =

√
−ĝ

(
1

2
ĝµν∂µφ̂ ∂ν φ̂−

1

2
m2 φ̂2

)
. (4.3.1)

Der Wechselwirkungsterm zwischen Skalarfeld und Graviton ergibt sich durch
das Einsetzen der Beziehungen (4.2.11) und (4.2.15). Damit sind die relevanten
in κ linearen Terme:

O
(
κ;
√
−ĝ Lφ0

)
=
κ

4
ηαβ l̂αβ

(
ηµν∂µφ̂ ∂ν φ̂−m2 φ̂2

)
− κ

2
l̂µν∂µφ̂ ∂ν φ̂

=
κ

4
ηαβ l̂αβ

(
ηµν∂µφ̂ ∂ν φ̂−m2 φ̂2

)
− κ

4
l̂µν
(
∂µφ̂ ∂ν φ̂+ ∂ν φ̂ ∂µφ̂

)
Dabei wurde im letzten Schritt die Symmetrie bei Vertauschung der Indizes
des Gravitons ausgenutzt. Anpassung der Indizes liefert:

=
κ

4
ηαβ l̂αβ

(
ηµν∂µφ̂ ∂ν φ̂−m2 φ̂2

)
− κ

4
l̂αβη

αµηβν
(
∂µφ̂ ∂ν φ̂+ ∂ν φ̂ ∂µφ̂

)
Der Übergang zum gesuchten Vertexfaktor

1

αβ ταβ1 (p, p′,m)

1

erfolgt nun im Impulsraum durch die Schritte:

• Ersetzen von ∂µφ ∂νφ durch 2(ip′µ)(−ipν) = 2p′µpν .

• Ersetzen von φ̂2 durch den Faktor 2, da das Skalarfeld reell ist.

• Ersetzen von φ̂, l̂αβ durch den Faktor 1 und Symmetrisierung über αβ .

• Multiplikation mit dem Faktor (+i), da die Herleitung aus einer
Lagrange-Dichte erfolgt.
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Diese Schritte zusammen liefern schlieÿlich den gesuchten Vertexfaktor

ταβ1 (p, p′,m) =
iκ

4
ηαβ

(
ηµν · 2p′µpν − 2m2

)
− iκ

8

(
ηαµηβν + ηβµηαν

)(
2p′µpν + 2p′νpµ

)
=
iκ

2
ηαβ

[
(p′ · p)−m2

]
− iκ

4

(
p′αpβ + p′βpα + p′βpα + p′αpβ

)
=
−iκ

2

(
pαp′β + pβp′α − ηαβ

[
(p · p′)−m2

])
(4.3.2)

für die Wechselwirkung zwischen skalaren Teilchen und dem Graviton.

4.4 Der 2-Photon-1-Graviton Vertex

Es wird sich zeigen, dass die Bestimmung des 2-Photon-1-Graviton Vertex
wegen der vielen auftretenden Indizes unübersichtlich wird. Ausgangspunkt
ist die auf Operatoren umgeschriebene Lagrange-Dichte (4.2.4):

√
−ĝ Lγ0 = −1

4

√
−ĝ ĝµρĝνσ

(
∂ρÂσ − ∂σÂρ

)(
∂µÂν − ∂νÂµ

)
− 1

2

√
−ĝ ĝµν ĝρσ∂µÂν∂ρÂσ (4.4.1)

Der Wechselwirkungsterm zwischen Photon und Graviton ergibt sich durch
das Einsetzen der Beziehungen (4.2.11) und (4.2.15). Der Eichterm liefert in
der linearen Ordnung von κ keinen Beitrag zur Wechselwirkung, weil immer
ein Lorentz-Term übrig bleibt und in der Lorentz-Eichung für alle physikalisch
zulässigen Zustände

〈ηphy|∇µÂµ|ηphy〉 = 0 (4.4.2)

gilt.
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Damit sind die für den 2-Photon-1-Graviton Vertex in κ relevanten
linearen Terme

O
(
κ;
√
−ĝ Lγ0

)
= −κ

8
ηαβ l̂αβη

µρηνσ
(
∂ρÂσ∂µÂν − ∂σÂρ∂µÂν − ∂ρÂσ∂νÂµ + ∂σÂρ∂νÂµ

)
+
κ

4
l̂µρηνσ

(
∂ρÂσ∂µÂν − ∂σÂρ∂µÂν − ∂ρÂσ∂νÂµ + ∂σÂρ∂νÂµ

)
+
κ

4
ηµρ l̂νσ

(
∂ρÂσ∂µÂν − ∂σÂρ∂µÂν − ∂ρÂσ∂νÂµ + ∂σÂρ∂νÂµ

)
= −κ

4
ηαβ l̂αβη

µρηνσ
(
∂ρÂσ∂µÂν − ∂σÂρ∂µÂν

)
+
κ

2
l̂µρηνσ

(
∂ρÂσ∂µÂν − ∂σÂρ∂µÂν − ∂ρÂσ∂νÂµ + ∂σÂρ∂νÂµ

)
.

Dabei wurde im letzten Schritt die Symmetrie bei gleichzeitiger Vertauschung
der Indizes µ↔ ν und ρ↔ σ ausgenutzt. Anpassung der Indizes liefert:

=
κ

4

(
−ηµν l̂µνησρηγδ∂ρÂδ∂σÂγ + ηµν l̂µνη

ρδηγσ∂σÂδ∂ρÂγ

)
+
κ

2

(
l̂µνη

µρηνσηγδ∂σÂδ∂ρÂγ − l̂µνηµρηνδηγσ∂σÂδ∂ρÂγ

−l̂µνηµγηνρησδ∂ρÂδ∂σÂγ + l̂µνη
µγηνδηρσ∂σÂδ∂ρÂγ

)
Der Übergang zum gesuchten Vertexfaktor

δ

µν τµνγδ2 (k, k′)

γ

erfolgt nun im Impulsraum durch die Schritte:

• Ersetzen von ∂αÂδ∂βÂγ durch 2(ik′α)(−ikβ) = 2k′αkβ .

• Ersetzen von Âδ, Âγ , l̂µν durch den Faktor 1
und Symmetrisierung über µν .

• Multiplikation mit dem Faktor (+i), da die Herleitung aus einer
Lagrange-Dichte erfolgt.
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Diese Schritte zusammen liefern schlieÿlich den gesuchten Vertexfaktor

τµνγδ2 (k, k′) =
iκ

4

(
−ηµνησρηγδ · 2k′ρkσ + ηµνηρδηγσ · 2k′σkρ

)
+
iκ

2

(
ηµρηνσηγδ · 2k′σkρ − ηµρηνδηγσ · 2k′σkρ

− ηµγηνρησδ · 2k′ρkσ + ηµγηνδηρσ · 2k′σkρ
)
µ↔ν

=
iκ

2

(
−ηµνηγδ(k′ · k) + ηµνk′γkδ

)
+ ik

(
ηγδk′νkµ − ηνδk′γkµ

− ηµγk′νkδ + ηµγηνδ(k′ · k)
)
µ↔ν

=
iκ

2
·
{ (

ηµγηνδ + ηνγηµδ − ηµνηγδ
)

(k′ · k)

+ ηµνk′γkδ + ηγδ
(
k′µkν + k′νkµ

)
−
(
ηµδk′γkν + ηνδk′γkµ + ηνγk′µkδ + ηµγk′νkδ

) }
für die Wechselwirkung zwischen dem Photon und dem Graviton auf Baum-
ebene.

4.5 Weitere Vertexfaktoren

Neben den vorstehend diskutierten relativ einfachen Vertex-Diagrammen tre-
ten in Rechnungen höherer Ordnung noch Vertex-Diagramme auf, die die
Punktwechselwirkung von mehreren Teilchen gleichzeitig darstellen. Für das
folgende Kapitel sind noch

• der 3-Graviton-Vertex,

• der 2-Skalar-2-Graviton-Vertex und

• der 2-Photon-2-Graviton-Vertex

relevant. Die Ermittlung der zugehörigen Vertexfaktoren ist aufgrund der ent-
stehenden vielen Terme und der dann extrem vielen Indizes sehr unübersicht-
lich. Darum gewinnt man diese üblicherweise mit der Hilfe von spezialisierten
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Algebra-Programmen. Deshalb führe ich die Vertexfaktoren hier nicht auf, son-
dern verweise im folgenden Kapitel an entsprechender Stelle auf die Literatur.

4.6 Ergänzende Anmerkungen

Es stellt sich natürlich noch die Frage, warum die Störungsreihe mit

ĝµν = ηµν + κl̂µν (4.6.1)

durchgeführt werden darf, obwohl der Feldoperator l̂µν nicht an seinen eige-
nen Energie-Impulsdichte-Tensor koppelt und sich von dem zuvor konsistent
eingeführtem Graviton-Feld unterscheidet, wenn man auch dieses zu einem
Feldoperator ĥµν erhebt.

Nun folgt unter Berücksichtigung von Termen bis zur ersten Ordnung in κ mit
(4.2.11) und (4.2.15)√

−ĝ ĝµν =
(

1 +
κ

2
l̂ +O(κ2)

)
·
(
ηµν − κl̂µν +O(κ2)

)
= ηµν +

κ

2
ηµν l̂ − κl̂µν +O(κ2)

= ηµν − κ
(
l̂µν − 1

2
ηµν l̂

)
+O(κ2) . (4.6.2)

Auf der anderen Seite muss für den Graviton-Feldoperator nach (3.4.2)

√
−ĝ ĝµν = ηµν − κf̂µν = ηµν − κ

(
ĥµν − 1

2
ηµν ĥ

)
(4.6.3)

gelten. Dies bedeutet

κ ĥµν = κ l̂µν +O(κ2) . (4.6.4)

Die Kopplungskonstante κ hat für beide Feldoperatoren den gleichen Wert,
da beim Übergang zum klassischen Grenzfall nur die Baumebene relevant ist.
Die unterschiedlichen Kopplungsterme führen nach der Baumebene zwar zu
verschiedenen Feynman-Regeln, trotzdem sind die beiden Störungsreihen aber
gleichwertig, da sie die Dynamik der Felder des gleichen Wirkungsintegrals
approximieren.
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Kapitel 5

Störungsrechnungen

5.1 Das Gravitationsgesetz

Das Newton-Potential entsteht durch den Austausch von Gravitonen und lässt
sich aus dem Feynman-Diagramm

1 1

p′1 p′2

m1;µν αβ;m2
q

p1 p2

1 1

gewinnen. Die Feynman-Regeln (siehe �Das Standardmodell der Teilchenphysik�
sowie �Die Allgemeine Relativitätstheorie�) zur Berechnung des vorstehenden
Feynman-Diagramms sind:

• jedes einlaufende skalare Teilchen liefert einen Faktor 1

• jedes auslaufende skalare Teilchen liefert einen Faktor 1

• jede innere Linie eines Gravitons liefert einen Faktor

iDµναβ(q2) =
iPµναβ

q2
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• jeder 2-Skalar-1-Graviton Vertex liefert einen Faktor

ταβ1 (p, p′,m) =
−iκ

2

(
pαp′ β + pβp′α − ηαβ

[
(p · p′)−m2

])
Dabei ist der Term

Pµναβ = ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ (5.1.1)

die bereits eingeführte Polarisationssumme. Da ein Graviton nur einen sehr
kleinen Impulsübertrag liefert, gilt

pρ ' m ηρ0, p′ρ ' m ηρ0 sowie p · p′ ' m2 . (5.1.2)

Mit diesen Approximationen wird

ταβ1 (p, p′,m) ' −iκ
2

(
m ηα0m ηβ0 +m ηβ0m ηα0 − ηαβ · 0

)
= −iκm2ηα0ηβ0 . (5.1.3)

Dies führt zu der Feynman-Amplitude

M1 = 1 · τµν1 (p1, p
′
1,m1) · 1 · iDµναβ · 1 · ταβ1 (p2, p

′
2,m2) · 1

'
(
−iκm2

1

)
· iD0000 ·

(
−iκm2

2

)
= −i ·m1m2 ·

κ2

4
· 2m1 · 2m2

q2
. (5.1.4)

Wegen dem sehr kleinen Impulsübertrag ist zudem

q2 = (p− p′)µ(p− p′)µ =

(√
m2 + |~q |2 −m

)2

− |~q |2

'

(
m

(
1 +
|~q |2

2m2

)
−m

)2

− |~q |2

' |~q |
4

4m2
− |~q |2 ' − |~q |2 ; (5.1.5)

d.h. die Änderung der Energie ist vernachlässigbar klein von zweiter Ordnung.
Mit κ2 = 16πG folgt in der Born-Approximation schlieÿlich das Potential

V (m1,m2) =
1

(2π)3

∫
iM1

2m1 · 2m2
· e−i~q·~r d3q

= −κ
2

4
·m1m2 ·

1

(2π)3

∫
e−i~q·~r

|~q |2
d3q = −G · m1m2

r
(5.1.6)

des Newtonschen Gravitationsgesetzes.
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5.2 Die gravitative Rotverschiebung

Die Rotverschiebung eines Photons, das von der Ober�äche eines massiven
Körpers kommt, ist nicht durch sein eigenes Verhalten im Gravitationsfeld
zu erklären, denn die Energie eines Photons ändert sich in einem statischen
Gravitationsfeld nicht; siehe hierzu Seite 69. Die Rotverschiebung ergibt sich
über den Emissions- und Absorptionsprozess des Photons. Ausgangspunkt der
Überlegungen ist dabei, dass ein Atom im Gravitationsfeld (5.1.6) eine nach
unten verschobene Ruheenergie (in SI-Einheiten)

E0 = mc2 + V (m,M) = mc2
(

1− GM

c2r

)
(5.2.1)

besitzt. Emittiert ein Atom A am Ort r ein Photon, das dann später vom
Atom B auÿerhalb des Gravitationsfeldes absorbiert wird, dann verändern sich
die inneren Energien und damit die Massen der Atome um die Energie des
emittierten bzw. absorbierten Photons

Emission: m −→ m− ωa/c2 =⇒ c2∆m = −ωa (5.2.2)

Absorption: m −→ m+ ωb/c
2 =⇒ c2∆m = +ωb . (5.2.3)

Die Energieerhaltung bei dem Gesamtprozess erfordert

∆Ea + ∆Eb = c2∆m
∣∣
Em.

(
1− GM

c2r

)
+ c2∆m

∣∣
Abs.

(
1− GM

c2∞

)
= 0 ,

woraus mit den beiden vorstehenden Beziehungen die Rotverschiebung

ωb
ωa

= 1− GM

c2r
(5.2.4)

folgt. Dies auf Baumebene gewonnene Ergebnis stimmt mit dem der ART über-
ein, wenn sich das emittierende Atom weit genug vom Schwarzschild-Radius
entfernt be�ndet.

5.3 Die Perihelverschiebung des Merkurs

Weitere Feynman-Diagramme höherer Ordnung führen zu entsprechenden Kor-
rekturen. Für die Berechnung der 1-Schleifen Diagramme sind die recht kom-
plizierten Feynman-Regeln betre�end

• dem 2-Skalar-2-Graviton Vertex sowie

• dem 3-Graviton Vertex

zusätzlich zu berücksichtigen.
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Die entsprechenden Korrekturen ergeben sich aus

• zwei �vacuum-polarization� Diagrammen,

• einem �double-seagull� Diagramm,

• zwei �triangle� Diagrammen,

• vier �vertex-correction� Diagrammen sowie

• zwei �box� Diagrammen.

Als Ergebnis der zugehörigen Rechnungen ergibt sich der Korrekturterm

Vkorr(m1,m2) = −G · m1m2

r

(
3 · G(m1 +m2)

c2r
+

41

10π
· G~
c3r2

)
(5.3.1)

zum Newton-Potential, wobei jetzt SI-Einheiten verwendet werden. Für De-
tails siehe [Akh08, Fal08]. Der Korrekturterm besitzt einen klassischen Anteil
sowie einen quantenmechanischen Anteil. Der klassische Anteil kann den be-
rühmten Beitrag der ART zur Perihelverschiebung des Merkurs schon erklären.
Dies ist leicht einzusehen. Im Folgenden wird dabei der Merkur durch ein elek-
trisch neutrales Skalarfeld der Masse m und die Sonne durch ein elektrisch
neutrales Skalarfeld der Masse M repräsentiert. Ausgehend von der Lagrange-
Funktion L = T − V für den Merkur in Polarkoordinaten seiner Bahnebene

L =
1

2
m~̇r 2 +

α

r

(
1 +

R

r

)
=
m

2

(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+
α

r

(
1 +

R

r

)
(5.3.2)

mit α = GmM sowie R = 3G(M +m)/c2 ' 3GM/c2 folgen aus den
Euler-Lagrange Gleichungen

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (5.3.3)

die Beziehungen

für φ −m d

dt

(
r2φ̇
)

= 0 (5.3.4)

und für r m
(
rφ̇2 − r̈

)
− α

r2

(
1 +

2R

r

)
= 0 . (5.3.5)

Aus der ersten Gleichung folgt, dass der Bahndrehimpuls

` = mr2φ̇ (5.3.6)
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des Merkurs eine Konstante seiner Bahnbewegung ist. Dies in die zweite mit
r2 multiplizierte Gleichung eingesetzt liefert

m

(
`2

m2r
− r2r̈

)
= α

(
1 +

2R

r

)
. (5.3.7)

Nun ergibt sich mit

u =
1

r
sowie

d

dt
= φ̇

d

dφ
=

`

mr2

d

dφ
(5.3.8)

für den Term

r2r̈ = r2 d

dt

(
d

dt

(
1

u

))
=

`

m

d

dφ

(
− `

mr2u2

du

dφ

)
= − `2

m2

d2u

dφ2
. (5.3.9)

Dies in (5.3.7) eingesetzt ergibt

m

(
`2

m2
u+

`2

m2

d2u

dφ2

)
= α (1 + 2Ru) (5.3.10)

bzw. nach kurzer Umformung

d2u

dφ2
+

(
1− 2αmR

`2

)
u =

αm

`2
. (5.3.11)

Mit zweckmäÿig gewählter Phase folgt dann

u(φ) = u0 cos

(
φ

√
1− 2αmR

`2

)
+

αm/`2

1− 2αmR/`2
. (5.3.12)

Das erste Perihel ist bei φ = 0 und das zweite Perihel de�nitionsgemäÿ bei

φ

√
1− 2αmR

`2
= 2π =⇒ φ ' 2π

(
1 +

αmR

`2

)
. (5.3.13)

Für eine elliptische Bahn eines Planeten mit dem mittleren Abstand a zur
Sonne und der Exentrizität e ist nun der Bahndrehimpuls

` = m
√
GM a(1− e2) . (5.3.14)

Dies ausnutzend folgt für die Geschwindigkeit der Perihelverschiebung

δφ

Torbit
' 2π

Torbit
· αmR

`2
=

6π

Torbit

(
GMm

c `

)2

=
6πGM

c2Torbita(1− e2)
. (5.3.15)

Einsetzen der für den Merkur spezi�schen Werte T̄orbit = 0.241 Jahre sowie
a = 57.9 · 106 km und e = 0.206 liefert dann 43′′ pro Jahrhundert. Dieser
Wert stimmt mit dem der vollen ART überein.
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5.4 Die Lichtablenkung

Die Lichtablenkung im Gravitationsfeld wird auf der Baumebene durch das
Feynman-Diagramm

e∗δ 1

k′ p′

µν αβ;M
q

k p
eγ 1

dargestellt. Die zusätzlichen Feynman-Regeln zur Berechnung des Feynman-
Diagramms sind:

• jedes einlaufende Photon liefert einen Faktor eγ(~k, λ)

• jedes auslaufende Photon liefert einen Faktor e∗δ(~k, λ)

• jeder 2-Photon-1-Graviton Vertex liefert einen Faktor

τµνγδ2 (k, k′) =
iκ

2
·
{(

ηµγηνδ + ηµδηνγ − ηµνηγδ
)

(k · k′)

+ ηµνkδk′ γ + ηγδ
(
kµk′ ν + kνk′µ

)
−
(
ηµδk′ γkν + ηνδk′ γkµ + ηνγk′µkδ + ηµγk′ νkδ

)}

Daraus folgt für das Baumdiagramm die Feynman-Amplitude

M2 = eγ(~k, λ) · τµνγδ2 (k, k′) · e∗δ(~k′, λ) · iDµναβ(q) · 1 · ταβ1 (p, p′,M) · 1

' eγ(~k, λ) e∗δ(
~k′, λ) τµνγδ2 (k, k′) iDµν00(q)

(
−iκM2

)
, (5.4.1)

wobei wegen des sehr kleinen Impulsübertrages wieder die Approximation
(5.1.3) ausgenutzt wurde. Weiter kann man in der zugrunde liegenden Lorentz-
Eichung wegen diesem sehr kleinen Impulsübertrag die Approximationen

eγ(~k, λ)kγ = 0 sowie eγ(~k, λ)k′γ ' 0 (5.4.2)

e∗δ(
~k′, λ)k′δ = 0 sowie e∗δ(

~k′, λ)kδ ' 0 (5.4.3)

eγ(~k, λ)e∗γ(~k′, λ) ' −1 sowie k · k′ ' 0 (5.4.4)
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vornehmen, die zu der Vereinfachung

eγ(~k, λ)e∗δ(
~k′, λ) · τµνγδ2 (k, k′) ' eγ(~k, λ)e∗δ(

~k′, λ) · iκ
2

(
ηγδ
(
kµk′ ν + kνk′µ

))
' − iκ

2

(
kµk′ ν + kνk′µ

)
(5.4.5)

führen. Zusammen mit (5.1.5) wird die Feynman-Amplitude

M2 ' −
iκ

2

(
kµk′ ν + kνk′µ

)
· 2iηµ0ην0 − iηµν

q2
·
(
−iκM2

)
' − iκ

2

(
k0k
′
0 + k0k

′
0

)
· 2i

− |~q |2
·
(
−iκM2

)
= i · ωM · κ

2

2
· 2ω · 2M
|~q |2

, (5.4.6)

aus der sich schlieÿlich für die Photonen das halb-klassische Potential

V (γ,M) =
1

(2π)3

∫
iM2

2ω · 2M
· e−i~q·~r d3q

= −κ
2

2
· ωM · 1

(2π)3

∫
e−i~q·~r

|~q |2
d3q

= −2G · ωM
r

(5.4.7)

ergibt. In SI-Einheiten führt dies zu der Darstellung

V (γ,M) = −2G · mM
r

, (5.4.8)

wobei m = ~ω/c2 hier für die �ktive gravitative Masse eines Photons steht.
Weitere Feynman-Diagramme höherer Ordnung führen zu entsprechenden Kor-
rekturen. Bei die Berechnung in der nächsten Ordnung ist die zusätzliche
Feynman-Regel betre�end

• dem 2-Photon-2-Graviton Vertex

zu berücksichtigen. Aus den 1-Schleifen Diagrammen ergibt sich in diesem Fall
in SI-Einheiten der Korrekturterm

Vkorr(γ,M) = −15

4

G2M2m

c2r2
+ f(r/r0)

G2Mm~
c3r3

(5.4.9)
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für das halb-klassische Potential der Photonen. Für Details zur Rechnung sie-
he [Bai17, Bje17]. Mit dem analogen Vorgehen wie bei der Berechnung der
Perihelverschiebung ergibt sich für das Photon bei Vernachlässigung des un-
wesentlichen quantenmechanischen Anteils die halb-klassische Bahngleichung

d2u

dφ2
+ (1− 2β)u = α mit α =

2GMm2

`2
; β =

15G2M2m2

4c2`2
(5.4.10)

mit der allgemeinen Lösung

u = a sinϕ+ b cosϕ+
α

1− 2β
mit ϕ = φ

√
1− 2β + πβ , (5.4.11)

wobei zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen die Phase πβ eingeführt
wurde. Da das Potential nur bis zur Ordnung G2 entwickelt wurde, sind in den
weiteren Überlegungen auch nur Terme bis zur OrdnungG2 zu berücksichtigen.
Die Bahngleichung vereinfacht sich damit zu

u ' a sin
(
φ− φβ + πβ

)
+ b cos

(
φ− φβ + πβ

)
+ α . (5.4.12)

Jetzt soll der Fall betrachtet werden, dass die Sonne als sehr groÿe Masse M
sich im Koordinatenursprung be�ndet und das Photon parallel zur x-Achse
entlang der Geraden y = D einläuft. Dann gilt für das Photon lange vor der
Wechselwirkung für φ→ π:

−c← ṙ = − `

m

du

dφ
=

`

m
a(1− β) =⇒ a = − cm

`(1− β)
(5.4.13)

r →∞ =⇒ u→ 0 =⇒ b = α . (5.4.14)

Lange nach der Wechselwirkung ist das Photon um einen Winkel δ abgelenkt
nach unten. Dies bedeutet für die Bahnparameter lange nach der Wechsel-
wirkung

φ→ −δ =⇒ r →∞ =⇒ u→ 0

=⇒ a sin
(
−δ + πβ

)
+ b cos

(
−δ + πβ

)
+ α ' 0 , (5.4.15)

wobei der Term δβ vernachlässigt wurde, da er klein von dritter Ordnung in
G ist. Einsetzen der Ergebnisse für a und b sowie Vernachlässigung der Terme
höherer Ordnung liefert

−cm
`

(
−δ + πβ

)
+ α+ α ' 0 =⇒ δ ' −2α`

cm
+ πβ . (5.4.16)
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Bezogen auf den Koordinatenursprung ist der Drehimpuls des einlaufenden
Teilchens nun ` = −mDc. Damit folgt schlieÿlich für die Lichtablenkung im
Zentralfeld

δ ' 4GM

c2D
+

15π

4

G2M2

c4D2
. (5.4.17)

Dies entspricht wiederum dem Ergebnis aus der ART. Am Sonnenrand ist
D = 6.963 · 108 m , was dann zu dem bekannten Wert der Lichablenkung von
1.75′′ führt.

5.5 Die Lichtgeschwindigkeit

Sendet ein in einem statischen Gravitationsfeld ruhender Beobachter A einen
Lichtimpuls bestehend aus N Wellenzügen zu einem ebenfalls im Gravitations-
feld ruhenden Beobachter B und bezeichnet tAnfanga,b den Anfang und tEndea,b

das Ende des Lichtimpulses für den jeweiligen Beobachter, dann muss für die
Laufzeiten

tAnfangb − tAnfanga = tEndeb − tEndea (5.5.1)

gelten, da das Gravitationsfeld statisch ist und deshalb Laufzeiten von einem
Ort zu einem anderen Ort zu unterschiedlichen Zeiten nicht verschieden sein
können. Aus (5.5.1) folgt

∆ta = tEndea − tAnfanga = tEndeb − tAnfangb = ∆tb . (5.5.2)

Die Dauer des Lichtimpulses verändert sich also nicht. Die Gleichheit der Zeit-
intervalle ∆ta = ∆tb bedeutet, dass sich auch die Frequenz des Photons auf
seiner Bahn durch das Gravitationsfeld nicht ändert. Die Energie des Photons
auf seiner Bahn ist somit eine Erhaltungsgröÿe. Entsprechend bleibt die �ktive
Masse des Photons ebenfalls konstant.

Es stellt sich damit die Frage, welchen Ein�uss das Gravitationsfeld auf die
Dynamik des Photons hat. Da die Energie des Photons sich nicht verändert,
bleibt als einzige Möglichkeit die Beein�ussung des Impulses des Photons. Mit
der für das Photon gültigen Beziehung p = E/c ist in dem hier verwen-
deten Modell eine plausible Annahme, dass sich der Impuls des Photons im
Gravitationsfeld in Abhängigkeit vom Radius entsprechend

mcr = pr =
mc2 + Vr(γ,M)

c
(5.5.3)
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verändert, wobei m = ~ω/c2 wiederum für die im statischen Gravitationsfeld
konstante �ktive Masse des Photons steht. Zusammen mit (5.4.8) folgt

cr
c

= 1− 2GM

c2r
. (5.5.4)

Die Geschwindigkeit eines Photons auf seiner Bahn durch ein Gravitationsfeld
ist danach umso kleiner, je stärker das Gravitationsfeld ist. Dies widerspricht
nicht der Speziellen Relativitätstheorie, da das Photon sich nicht in einem
Vakuum bewegt, sondern ständig mit dem Graviton-Feld wechselwirkt. Es
ist ein ähnliches Phänomen (allerdings mit einer anderen Erklärung) wie die
Reduktion der Lichtgeschwindigkeit beim Durchgang durch ein transparentes
Medium wie zum Beispiel Glas.

5.6 Der Shapiro-E�ekt

Der Shapiro-E�ekt bezeichnet die Tatsache, dass ein Radarsignal (Photonen!),
welches sich an einer schweren Masse (hier der Sonne) vorbei bewegt, länger
unterwegs ist als es der direkten Entfernung entspricht. Ausgangspunkt für die
Berechnung dieser Zeitverzögerung ist die Bahngleichung (5.4.12)

u = −cm
`

sinφ+ α cosφ+ α

=
1

D

(
sinφ+Dα cosφ+Dα

)
, (5.6.1)

wobei es ausreicht die erste Ordnung in G zu berücksichtigen; d.h. β = 0
anzunehmen. Das Photon bewegt sich dabei von φ1 = π zu φ2 = −δ. Mit

ϑ = Dα = D · 2GMm2

`2
= D · 2GMm2

(−mDc)2
=

2GM

c2D
' δ

2
(5.6.2)

wird wegen ϑ� 1 und O(cosϑ) = 1 +O(ϑ2)

u ' 1

D

(
sinφ+ ϑ cosφ+ ϑ

)
' 1

D

(
sin(φ+ ϑ) + ϑ

)
. (5.6.3)

Für die weitere Rechnung ist es nun noch zweckmäÿig das Koordinatensystem
zu drehen (u und damit r ändern sich dabei nicht), so dass mit ϕ = φ+ ϑ die
Bahnkurve symmetrisch zur y-Achse wird

r =
1

u
=

D

sinϕ+ ϑ
, (5.6.4)
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wobei sich das Photon jetzt von ϕ1 = π+ϑ zu ϕ2 = −δ+ϑ = −ϑ bewegt. Die
Weglänge auf der Bahnkurve von ϕ1 zu ϕ2 ergibt sich aus

dw =

√
r2 +

(
dr

dϕ

)2 (
−dϕ

)
= −D ·

√
1

(sinϕ+ ϑ)2
+

cos2 ϕ

(sinϕ+ ϑ)4
dϕ

= − D

(sinϕ+ ϑ)2
·
√

(sinϕ+ ϑ)2 + cos2 ϕ dϕ

= − D

(sinϕ+ ϑ)2
·
√

sin2 ϕ+ 2ϑ sinϕ+ ϑ2 + cos2 ϕ dϕ

' −D(1 + ϑ sinϕ)

(sinϕ+ ϑ)2
dϕ . (5.6.5)

Berücksichtigt man die auftretende lokale Reduzierung der Lichtgeschwindig-
keit entlang der Bahn, so folgt

dw ' crdt =⇒ dt ' c

cr

dw

c
. (5.6.6)

In dem hier betrachteten Anwendungsfall ist dabei wegen ϑ� 1 die Näherung

c

cr
=

1

1− 2GM
c2r

' 1

1−Dϑ · sinϕ+ϑ
D

' 1 + ϑ sinϕ (5.6.7)

zulässig. Für die Laufzeit ergibt sich mit den vorstehenden Ergebnissen

t2 − t1 = −D
c

ϕ2∫
ϕ1

(1 + ϑ sinϕ)2

(sinϕ+ ϑ)
2 dϕ

' −D
c

ϕ2∫
ϕ1

1 + 2ϑ sinϕ

(sinϕ+ ϑ)
2 dϕ , (5.6.8)

wobei im letzten Schritt ϑ� 1 ausgenutzt wurde. Nun gilt für die unbestimm-
ten Integrale (Integrationskonstanten nicht mitgeschrieben)∫

1

(sinϕ+ ϑ)
2 dϕ = − ϑ

(1− ϑ2)3/2
ln

(
1−
√

1− ϑ2 + ϑ tanϕ/2

1 +
√

1− ϑ2 + ϑ tanϕ/2

)
− cosϕ

(1− ϑ2)(sinϕ+ ϑ)
(5.6.9)
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sowie∫
2ϑ sinϕ

(sinϕ+ ϑ)
2 dϕ = +

2ϑ

(1− ϑ2)3/2
ln

(
1−
√

1− ϑ2 + ϑ tanϕ/2

1 +
√

1− ϑ2 + ϑ tanϕ/2

)

+
2ϑ2 cosϕ

(1− ϑ2)(sinϕ+ ϑ)
. (5.6.10)

Fasst man die Terme zusammen und nutzt wiederum ϑ� 1 aus, hat man für
das gesamte unbestimmte Integral:∫

1 + 2ϑ sinϕ

(sinϕ+ ϑ)
2 dϕ ' ϑ ln

(
ϑ2

2 + ϑ tanϕ/2

2 + ϑ tanϕ/2

)
− cosϕ

sinϕ+ ϑ
+ C

= ϑ ln

(
ϑ
2 + tanϕ/2

1 + ϑ
2 tanϕ/2

)
− cosϕ

sinϕ+ ϑ
+

(
C + ϑ ln

ϑ

2

)
(5.6.11)

Für einen beliebigen Punkt auf der Bahnkurve gilt für ξ ≤ π/2

• im Fall 1 mit ϕ = ξ sowie

• im Fall 2 mit ϕ = π − ξ

für den zweiten Term

D · cosϕ

sinϕ+ ϑ
=

D

sinϕ+ ϑ
· (± cos ξ) = ±r · cos ξ = ± |x| , (5.6.12)

wobei das + Zeichen für den ersten und das - Zeichen für den zweiten Fall
steht. Weiter wird im Fall 1 mit ϑ� ξ � 1 für den ersten Term

ϑ
2 + tan ξ/2

1 + ϑ
2 tan ξ/2

=

ϑ
2 + sin ξ

1+cos ξ

1 + ϑ
2

sin ξ
1+cos ξ

=
ϑ
2 (1 + cos ξ) + sin ξ

(1 + cos ξ) + ϑ
2 sin ξ

und mit 1 + cos ξ = 2
(
1− sin2

(
ξ
2

))
=
ϑ
(
1− sin2

(
ξ
2

))
+ sin ξ

(1 + cos ξ) + ϑ
2 sin ξ
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bzw. wenn man wegen ϑ� ξ � 1 die in den Summanden eine Gröÿenordnung
kleineren Terme ϑ sin(∗) vernachlässigt

' ϑ+ sin ξ

(1 + cos ξ)
=
D(ϑ+ sinϕ)

D(1 + cos ξ)

=
D

r(1 + cos ξ)
=

D

r + |x|
. (5.6.13)

Im Fall 2 mit ϑ� ξ � 1 wird wegen tan
(
π
2 −

ξ
2

)
= 1/ tan

(
ξ
2

)
ϑ
2 + 1/ tan

(
ξ
2

)
1 + ϑ

2 / tan
(
ξ
2

) =

ϑ
2 + 1+cos ξ

sin ξ

1 + ϑ
2

1+cos ξ
sin ξ

=
ϑ
2 sin ξ + (1 + cos ξ)

sin ξ + ϑ
2 (1 + cos ξ)

und mit 1 + cos ξ = 2
(
1− sin2

(
ξ
2

))
=

ϑ
2 sin ξ + (1 + cos ξ)

sin ξ + ϑ
(
1− sin2

(
ξ
2

))
bzw. wenn man wegen ϑ� ξ � 1 die in den Summanden eine Gröÿenordnung
kleineren Terme ϑ sin(∗) vernachlässigt und sin(π − ξ) = sin ξ ausnutzt

' (1 + cos ξ)

sin ξ + ϑ
=
D(1 + cos ξ)

D(sinϕ+ ϑ)

=
r(1 + cos ξ)

D
=
r + |x|
D

. (5.6.14)

Die vorstehenden Ergebnisse gesammelt liefern

t2 − t1 = −D
c

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

(sinϕ+ ϑ)
2

= −D
c

(
ϑ ln

(
ϑ
2 + tanϕ/2

1 + ϑ
2 tanϕ/2

)
− cosϕ

sinϕ+ ϑ

)∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ2

ϕ=ϕ1

= −D
c
ϑ ln

(
D

r2 + |x2|

)
+
D

c
ϑ ln

(
r1 + |x1|

D

)
+
|x2|+ |x1|

c
. (5.6.15)
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Hieraus folgt für die Zeitverzögerung schlieÿlich

∆t =
Dϑ

c
ln

((
r2 + |x2|

)(
r1 + |x1|

D2

)

=
2GM

c3
ln

((
r2 + |x2|

)(
r1 + |x1|

)
D2

)
, (5.6.16)

was mit dem Ergebnis der ART übereinstimmt.

Anmerkung: Die Zeitverzögerung wird in der Literatur für D � r1, r2 auch
oft in der genäherten Form (Achtung: x1 < 0 !)

∆t ' 2GM

c3
ln

(
4r2r1

D2

)
' 2GM

c3
ln

(
r2 + x2

r1 + x1

)
(5.6.17)

angegeben. Dabei wurden die Näherungen

ri + |xi| = ri +
√
r2
i −D2 ' 2ri (5.6.18)

sowie

r1 + x1 = r1 −
√
r2
1 −D2 ' r1 − r1

(
1− D2

2r2
1

)
' D2

2r1
(5.6.19)

verwendet. (5.6.17) lässt sich sehr schnell gewinnen, wenn man davon ausgeht,
dass wegen der sehr geringen Lichtablenkung im Gravitationsfeld die Bahn des
Photons einfach durch eine horizontale Gerade approximiert werden darf. In
diesem Fall gilt

ds = dx =⇒ t2 − t1 =

x2∫
x1

dx

cr
' 1

c

x2∫
x1

(
1 +

2GM

c2r

)
dx . (5.6.20)

Mit r =
√
x2 +D2 liefert die Integration

t2 − t1 =
x2 − x1

c
+

2GM

c3

(
ln
(
r2 + x2

)
− ln

(
r1 + x1

))
, (5.6.21)

was der obigen Beziehung entspricht.
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5.7 Abschlieÿende Anmerkungen

In den vorstehenden Ausführungen habe ich nicht erwähnt, dass bei der Aus-
wertung der 1-Schleifen Feynman-Diagramme divergente Terme auftreten und
die Berechnungen deshalb im Kontext einer e�ektiven Feldtheorie erfolgten.
Dies schränkt die Anwendbarkeit der Ergebnisse auf einen Energiebereich ein,
der klein gegen die Planck-Energie ist.

E�ektive Feldtheorien folgen einem allgemeinen Prinzip. Wenn man schwere
Teilchen einer fundamentalen Theorie, die erst bei einer bestimmten Energie-
schwelle auftreten können, nicht mit in die Lagrange-Dichte zur Beschreibung
des Verhaltens bei niedrigen Energien aufnimmt, so lässt sich allgemein zeigen,
dass die Lagrange-Dichte der e�ektiven Theorie aus allen Termen der leichten
Teilchen, die konsistent mit den Symmetrien der Theorie sind, gebildet wird.
Divergenzen lassen sich dann durch Renormierung der Kopplungskonstanten,
die zusätzlich zum Grenzfall bei niedrigen Energien vorliegen, absorbieren.
Die Kopplungskonstanten selbst sind mit einer Potenz der Energieschwelle un-
terdrückt und experimentell zu ermitteln. Das Phänomen der Entkopplung
schwerer Teilchen bei der Beschreibung eines Systems wird als Appelquist-
Carazzone Theorem bezeichnet. Es lässt sich im Rahmen der Renormierungs-
theorie streng beweisen.

Von vielen Physikern wird angenommen, dass auch die vorstehend diskutier-
te Spin-2 Theorie Grenzfall einer e�ektiven Feldtheorie bei niedrigen Energien
ist, die selbst wiederum zu einer unbekannten aber wohlde�nierten Theorie der
Gravitation bei hohen Energien gehört. Das Wirkungsintegral der e�ektiven
Feldtheorie muss, wenn man nur den reinen Gravitationsteil betrachtet, wegen
der notwendigen Kovarianz bei Koordinatentransformationen die allgemeine
Form

W = −
∫ ( 1

κ2
R+ c1R

2 + c2R
µνRµν + . . .

)√
−g d4x (5.7.1)

besitzen. Alle Divergenzen, die bei der Auswertung der zugehörigen Feynman-
Diagramme auftreten, können in den Koe�zienten cn durch Renormierung
absorbiert werden. Da die Koe�zienten aber mit Potenzen der Planck-Energie
unterdrückt werden, kann der Beitrag der zugehörigen Terme zu den Ergeb-
nissen von Berechnungen für alle praktischen Belange vernachlässigt werden.
Es besteht deshalb keine Notwendigkeit diese Koe�zienten zu kennen und ex-
perimentell zu bestimmen. Faktisch bedeutet dies, dass die divergenten Terme
wegen der Gröÿe der Planck-Energie einfach aus den Berechnungen gestrichen
werden dürfen. Für Details sei auf die Artikel [Bur04, Don95] verwiesen.



76 KAPITEL 5. STÖRUNGSRECHNUNGEN

Der in (5.7.1) auftretende Metriktensor wurde über die Beziehungen

fµν = hµν − 1

2
ηµνh (5.7.2)

√
−g gµν = ηµν − κfµν (5.7.3)

gµρg
ρν = δνµ (5.7.4)

g = det
[
gµν
]

(5.7.5)

aus dem Graviton-Feld abgeleitet. Für die volle Dynamik des Metriktensors
ergaben sich hieraus die Einstein-Gleichungen der ART. Da die Existenz und
die Eigenschaften des Graviton-Feldes durch die SRT und die QFT bestimmt
werden, kann die ART mit ihrer raumzeitlichen Interpretation als abgeleite-
te Theorie betrachtet werden. Sie stellt in diesem Sinne den makroskopischen
Grenzfall der Spin-2 Wechselwirkungen für groÿe Entfernungen und Massen
dar und die zugehörige raumzeitliche Struktur kodiert die Eigenschaften der
Spin-2 Theorie. Die Mannigfaltigkeit der Raumzeit ist damit keine ontologische
Gröÿe und die einzelnen Raumzeitpunkte der Mannigfaltigkeit besitzen somit
keine eigene physikalische Realität. Es ist deshalb auch nicht überraschend,
dass über einen Di�eomorphismus verbundene Raumzeiten die gleiche physi-
kalische Situation repräsentieren können.
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