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Einfihrung

In meinen Biichern
e Das Standardmodell der Teilchenphysik
e Die Allgemeine Relativitétstheorie

sind verteilt iiber die Texte einzelne Aspekte der auf Spin-2 Teilchen basie-
renden Quantengravitation diskutiert worden. In diesem Text habe ich diese
Teile iibernommen, wesentliche Teile ergénzt und alles in einen gemeinsamen
Kontext gesetzt. Dies erschien mir interessant, weil die Spin-2 Theorie zu einer
konsistenten Theorie der Quantengravitation fiihrt und in der Literatur einige
Aspekte selten gemeinsam dargestellt werden. In den einzelnen Kapiteln sind
die Rechnungen wieder sehr detailliert ausgefiihrt. Die Aspekte betreffend der
Quantenfeldtheorie werden allerdings als bekannt vorausgesetzt.

Die einzelnen Kapitel sind wie folgt aufgebaut:

Kapitel 1: Das Aquivalenzprinzip

In diesem Kapitel wird eine Variante des Aquivalenzprinzips der Allgemeinen
Relativitatstheorie aus der Quantenfeldtheorie abgeleitet. Aus Sicht der QFT
ist das Aquivalenzprinzip keine unabhiingige Annahme. Es wird gezeigt, dass
die Forderung nach der Lorentz-Invarianz von Spin-2 Feldern zu deren Eich-
invarianz fiihrt, aus der dann das Aquivalenzprinzip folgt.

Kapitel 2: Das Graviton-Feld

Es wird gezeigt, dass das masselose Spin-2 Teilchen mit dem Graviton identi-
fiziert werden kann. Durch die Forderung der Eichinvarianz wird der Lagrange-
Skalar des Spin-2 Feldes bestimmt. Abschlieffend wird der Graviton-Propagator
ermittelt.
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Kapitel 3: Die Selbstkopplung des Gravitons

Die vollen nichtlinearen Einstein-Gleichungen des Gravitationsfeldes werden
in diesem Kapitel aus der linearen Feldgleichung des Gravitons konstruiert.
Wesentlich hierfiir ist die Selbstwechselwirkung des Gravitons, indem es an
den eigenen Energie-Impulsdichte-Tensor koppelt.

Kapitel 4: Graviton-Materie-Kopplung

Der Lagrange-Skalar fiir Materiefelder der vollen nichtlinearen Allgemeinen
Relativititstheorie wird gewonnen. Nach Ubergang zu Operatoren werden
die Vertexfaktoren fiir die 2-Skalar-1-Graviton und die 2-Photon-1-Graviton
Kopplung bestimmt.

Kapitel 5: Storungsrechnungen
Durch Auswertung der korrespondierenden Feynman-Diagramme werden

e das klassische Gravitationspotential,

e die gravitative Rotverschiebung,

die Perihelverschiebung des Merkurs,
e die Lichtablenkung am Sonnenrand
e sowie der Shapiro-Effekt

berechnet und gezeigt, dass die auf diesem Weg gewonnenen Ergebnisse mit
denen der Allgemeinen Relativitatstheorie identisch sind.

Hinweise zur Notation

Fiir die Metrik wird die bei den Teilchenphysikern iibliche Signatur
Nuw = diag(+1,-1,-1,-1)

verwendet. Um Formeln so iibersichtlich wie moglich zu halten, wird in diesem
Text mit den natiirlichen Einheiten der Elementarteilchenphysik

c=h=¢=1

gearbeitet. Die Newtonsche Gravitationskonstante in natiirlichen Einheiten
kann man aus der Beziehung

. hc®
=6.709 - 1073
kg - s2 (GeV)?

ablesen. Im Kapitel 5 wird allerdings teilweise auf SI-Einheiten iibergegangen.

G=6.673-10"1!

(0.0.1)



Kapitel 1

Das Aquivalenzprinzip

In diesem Kapitel wird eine Variante des Aquivalenzprinzips der Allgemeinen
Relativititstheorie aus der Quantenfeldtheorie abgeleitet. Aus Sicht der QFT
ist das Aquivalenzprinzip keine unabhiingige Annahme, sondern ergibt sich
aus der Lorentz-Invarianz fiir masselose Spin-2 Teilchen als Vermittler der
gravitativen Wechselwirkung. Dies wurde erstmals 1964 von Steven Weinberg
[Wei64] gezeigt. Eine gute Darstellung findet sich auch in seinem Buch [Wei95].

1.1 Einfiihrende Betrachtung

In der Natur wird eine Vielzahl von Teilchen beobachtet. Die Existenz die-
ser Teilchen wird aus den Beobachtungen bei Zerfallsprozessen und bei Stofs-
prozessen geschlossen. Ursache der Zerfallsprozesse ist vorwiegend die schwa-
che Wechselwirkung, wihrend bei Stofiprozessen die elektrische und die star-
ke Wechselwirkung von Bedeutung sind. Die elektrische Wechselwirkung wird
auch verwendet, um die Teilchenbahnen in entsprechenden Detektoren zu inter-
pretieren. In jedem Falle ist es notwendig, Teilchenerzeugung und -vernichtung
zu beschreiben; d.h. eine Beschreibung der Dynamik von Vielteilchensystemen
zu entwickeln.

Ein Mehrteilchenzustand identischer Teilchen wird in der Quantenfeldtheorie
abstrakt durch einen ket-Vektor im Hilbert-Raum

|77;ma (ﬁl»sl)w“;(ﬁnasn» (111)

beschrieben, wobei 7 fiir die Teilchensorte, m fiir die Masse eines der Teilchen
und (p;, s;) fir die Impulse bzw. Spinwerte stehen.
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Ein quantenmechanischer Mehrteilchenzustand unterscheidet sich dabei grund-
sdtzlich von einem makroskopischen Mehrteilchenzustand. Im Mikroskopischen
ist es nicht moglich Marken zur Unterscheidung der einzelnen Teilchen anzu-
bringen; d.h. die Teilchen besitzen keine Individualitit und sind in Strenge
nicht unterscheidbar. Da der Vakuumzustand eindeutig ist und die Elementar-
teilchen einer Sorte nicht unterscheidbar sind, ist es moglich Erzeugungs-
operatoren @' (7, s) zu definieren, die entsprechend

[;m, (B, ) = @' (7,5) |0) (1.1.2)

einen Einteilchenzustand mit Masse m, Impuls p und Spin s aus dem Vakuum-
zustand erzeugen. Mehrfache Anwendung des Erzeugungsoperators liefert dann
einen Mehrteilchenzustand identischer Teilchen

" " Loy At (o
|5 M, (D1, 81), ey Dy Sn)) = N al (P, sp)...a (71, 51)0) . (1.1.3)

Der Normierungsfaktor ist notwendig, da die Reihenfolge der Argumente im
Zustandsvektor keine Bedeutung hat; es handelt sich um die Quantenzahlen
von n nicht unterscheidbaren Teilchen. Zudem wurde angenommen, dass al-
le Quantenzahlen (pj,s;) verschieden sind (der Normierungsfaktor ist sonst
komplizierter aufgebaut). Fiithrt man nun zudem durch

a(q, s) [m;m, (p, s")) = 6(p'— §)dss [0) (1.1.4)

einen Vernichtungsoperator ein, dann miissen zwischen den Vernichtungs- und
Erzeugungsoperatoren einer Teilchensorte die Vertauschungsrelationen

a(5.5).4'(@ )] _ = 67— Db (1-1.5)
[a*(ﬁ, s),a'(q, s')L - (1.1.6)
[&(ﬁs),d((j’, s')L =0 (1.1.7)

gelten. Das positive Vorzeichen gilt dabei fiir Fermionen (Teilchen mit halb-
zahligem Gesamt-Spin) und das negative Vorzeichen fiir Bosonen (Teilchen mit
ganzzahligem Gesamt-Spin).

Die Darstellung im Minkowski-Raum gelingt nun durch Ubergang zu Feldope-
ratoren, die aus den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aufgebaut wer-
den. So fiihrt man zum Beispiel in der Quanten-Elektrodynamik fiir
Fermionen mit dem Spin ¢ = 4+1/2 den freien Spinor-Feldoperator

(x) = Z / % (e u(@, )5, o) + e v(F, 0)al (7, ) ) dp
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und fiir die Photonen mit Spin A = 41 den freien Maxwell-Feldoperator

are) = Y [ (cmimeng it ) + e @ il @)
A

v/ 2q°

ein, aus denen dann formal Lagrange-Skalare aufgebaut werden. Die auftre-
tenden Spinoren u(p, o) und Polarisationsvektoren e (g, A) miissen dabei ein-
deutig definiert und zudem Lorentz-invariant normiert sein. Fiir Details hierzu
siehe [End09].

Weiter muss als Beispiel der Spinor u(p, o) im Ruhesystem ein Eigenvektor
der z-Komponente des zugehdrigen Spinoperators

S, -u(0,0) = o-u(0,0) (1.1.8)

sein, da dieser die Einstellung des Spins misst. Mit

+1 0 0 0
1fo -1 0 0
=300 0 +1 o (1.1.9)
0o o0 0 -1
ist die Zuordnung
1 0
1 0 1 1
u (0, +2> =vm 1 und u <0, —2> =/m 0 (1.1.10)
0 1

tiblich. Ist nun w, der Parametersatz einer speziellen Lorentz-Transformation,
die ein Teilchen vom Ruhezustand in einen Zustand mit beliebigem Impuls p’

transformiert
0
Py _ m
() = acs (2) aamy

so sind die Spinoren u(p, o) fiir einen beliebigen Impuls durch die einheitliche
Beziehung

u(p, o) = X(wp)u(0, 0) (1.1.12)

mit einer spinoriellen Lorentz-Transformation aus dem Ruhesystem definier-
bar, da unter Ausnutzung von (y*) = 794#~0 gezeigt werden kann, dass die
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Normierung

ul (7, 0)7 u(p, o) = u(0,0) EN(w,)1"S(wp) u(0,0)
= u(0,0) VOE_I(WP)Z(WP) u(0,0) = u(0, U)’You(ov o)

Lorentz-invariant ist.

Die Polarisationsvektoren e“(E, A) des Feldoperators der Photonen kénnen
nicht aus einem Ruhesystem definiert werden, da sich masselose Teilchen in
allen Inertialsystemen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Deshalb fiihrt man
in diesem Fall ein Referenzsystem ein, in welchem sich das Teilchen entlang der
z-Achse bewegt und der Teilchenzustand durch (k*) = (k, 0,0, k)” gegeben ist.
In diesem speziellen System fordert man dann, dass der Polarisationsvektor ein
Eigenvektor der z-Komponente des Spinoperators

S, -e(k,N) = X-e(k,\) (1.1.13)

ist. Mit dem zugehdrigen Spinoperator

00 0 0
0 0 —i 0

S:=1o 4 0 o (1.1.14)
0 0 0 0

kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit dann die Zuordnung

0 0
AT PN Lo R S i
(e"(k, 1))_\/5 L d (e'(k,+1)) 7 | +i (1.1.15)
0 0

treffen. Die Polarisationsvektoren sind also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
kuet(k,A) =0 . (1.1.16)

Ist nun w, der Parametersatz einer weiteren speziellen Lorentz-Transformation
A(wg), die erst dem masselosen Teilchen durch einen Boost in z-Richtung
den Impulsbetrag ¢° = |7| gibt und anschliefend durch eine rein rdumliche
Drehung die Bewegung des Teilchens in die ¢-Richtung bringt

(‘{;) = Awy) | , (1.1.17)
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so sind die Polarisationsvektoren fiir einen beliebigen Impuls durch die ein-
heitliche Beziehung

(G, A) = Ay (wy) € (K, \) (1.1.18)

definierbar. Man beachte, dass es sich bei der vorstehenden Beziehung nicht
um eine Lorentz-Transformation zwischen zwei Inertialsystemen handelt, son-
dern um die Definition der Polarisationsvektoren in einem einzigen Minkowski-
Raum. Mit dieser Definition folgt

) = e}, (k, Ne (k, \) (1.1.19)
que (@A) =0 . (1.1.20)

Der Maxwell-Feldoperator ist trotz des scheinbaren Lorentz-Index kein echter
Vierervektor. Die Konsequenzen hieraus werden in dem nichsten Abschnitt
diskutiert.

1.2 Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

In diesem Abschnitt wird fiir den Zustandsvektor statt |n;m, (p, s)) abkiirzend
einfach |7, \) geschrieben, da hier nur Photonen betrachtet werden und damit
die Teilchensorte eindeutig festliegt. Die spezielle Lorentz-Transformation mit
dem Parametersatz w, wurde durch die Forderung

g = A*(wy)KY (1.2.1)

definiert. Dann kann man konsistent fiir die Zustandsvektoren im abstrakten
Hilbert-Raum ebenfalls

17, ) = Ulwg) |k, A) (1.2.2)
festlegen, wobei U (w) fiir den entsprechenden unitéiren Operator

Ulw) = e~ 29w L™ (1.2.3)
der Lorentz-Transformation im Hilbert-Raum steht. Hiermit wird gleichzeitig
die Bedeutung der Polarisation in Zustinden mit einem beliebigen Impuls ¢

mit der Polarisation im Zustand mit dem Impuls k identifiziert. Dies setzt
obige Konvention fiir die Wahl des Standard-Parametersatzes w, voraus.
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Die Konsistenz von (1.2.2) kann man leicht iiberpriifen:

PP A) = Uwg)U Hwg) P* Ulw) [k, A)
= Uwy) UM wy)PU(wy) |\
:U(Wq) Auu(wq)w [k, A)
:U(Wq) AF L (wg)k” |k A)

— "N (12.4)

Man kann nun jede beliebige Lorentz-Transformation eines masselosen Teil-
chens im Impulsraum in vier aufeinander folgende Lorentz-Transformationen

A(w) - g = Awag) - S(e, B) - R(0) - A~ (wg) - ¢ (1.2.5)

aufteilen, wobei wegen S, = L'2 (fiir eine explizite Matrixdarstellung der
Erzeugenden L*” der Lorentz-Transformation siehe [End09] )

1 0 0 0

 _ips. _ —r® [0 cosf —sind O
R(6) =e —° 10 sinf cosf® O (1.2.6)

0 0 0 1

eine rein rdumliche Drehung um die z-Achse ist. Der verbleibende Faktor
S(a, B) = e " @ATFB) (1.2.7)

wird durch die beiden Generator-Matrizen

A= LOl_L31 B = L02+L23
010 0 001 0
1 00 -1 o 00 o0
“'lo o o0 o 110 0 -1 (1.2.8)
010 0 001 0

bestimmt. Wegen

A"=B"=0 fir n>3 sowie [A,B]=0 (1.2.9)
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erhélt man die explizite Darstellung

1
S(a,) = Laxa —ia A —ifB — 3 (a’A* + 5*B?)

I+ a 8 —
B g é (1) :g mit v =(a”+5%/2 . (1.2.10)
Yy a B 1-nv

Damit ist die Wirkung der Lorentz-Transformation fiir die Vektordarstellung
abgeleitet. Insbesondere wird im Referenzsystem (k*) invariant gelassen; d.h.
es gilt

R",(0) k¥ = k" (1.2.11)
St (a, B) kY = k" (1.2.12)

Hiermit ist es nun moglich die Aufteilung (1.2.5) der Lorentz-Transformation
zu verifizieren:

“R(0) - AN wg) - q

= Awag) - S(e, B) - R(0) - (k")
= Mwag) - (K")
Weiter wird
1 0 0 0 0 0
- |0 cosf —sinf 0 I {+1] 1 [cosfFising
R(0)e(k, £1) 0 sinf cos® O 2 |=+i " /2 | sinf ticosd
0 O 0 1 0 0
= ek, +1) (1.2.13)

bzw. wegen A= +1 in dquivalenter Formulierung

-

R@)e(k,\) = e Me(k,\) . (1.2.14)
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Ganz analog ergibt sich

1+ v o« ﬂ -y 0 o+ Z)\ﬁ
- @ 1 0 -« 1 1 +1 1 +1
S(a, Be(k,\) = B 0 1 B 72 i\ :\ﬁ i\
~y a B 1—vn 0 a+i\g
e a+i\g '
=e(k,\) + el (k)
=e(k,\) + fla, B, N k) - (k") . (1.2.15)

Damit folgt fiir die allgemeinen Polarisationsvektoren bei einer beliebigen
Lorentz-Transformation

Aw) (@A) = Awag) - S "R(O) - A wy) e(@N\)
= Awag) - S 0) e(k,\)
= ¢~ A(wag) - S(a, B
=e N Awag)
- e*i*‘)(e(/\*q, A+ fla, BN\ k) - Aq) . (1.2.16)

Die analogen Uberlegungen sind nun auch fiir den abstrakten Hilbert-Raum
durchzufithren. Fiir den Zustandsvektor im Referenzsystem erhélt man

R(O) B, A) = e 5 [k A) = e ™ B\ . (1.2.17)

Die Generatoren A und B vertauschen miteinander, aber nicht mit dem Spin-
Operator S.. Danach kénnte ein masseloses Teilchen im Prinzip auch statt
durch die Eigenwerte (m = 0,s = 1, A\ = £1) durch den anderen Satz von
Eigenwerten (m = 0,s = 1,a,b) charakterisierbar sein. Dies ist in der Natur
so aber nicht realisiert. Fiir die Photon-Zustinde muss nun

A |k,A) =B |k,\) =0 (1.2.18)

sein, damit korrespondierend zu (1.2.12) auch im Hilbert-Raum fiir beliebiges
o und 8

S(a, B) [k, A) = e (CAHB) 15Xy = [k, ) (1.2.19)
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gilt. Fiir einen allgemeinen Zustandsvektor ergibt sich damit

U(w) |3.A) = Ulwag) - (e, B) - R(O) - U™ (wg) |, N)
= Ulwag) - S(, B) - R(0) |k, \)
=e M U(wrg) kA
=e M AG N (1.2.20)
Fiir die Erzeugungsoperatoren bedeutet dies
Uw) a'(@,\) U w) = e ™ af(Ag, \) (1.2.21)

bzw. unter Ausnutzung der Tatsache, das der Transformationsoperator unitér,
d.h. Ut (w) = U~(w) ist, bedeutet dies nach adjungieren fiir die Vernichtungs-
operatoren

Uw)a(qN) U w) = et a(Ag, \) . (1.2.22)
Der Phasenwinkel ist dabei natiirlich eine Funktion der Parameter der Lorentz-
Transformation und des Impulses 6 = 0(w, 7).

Mit diesen Voriiberlegungen kann man nun die Lorentz-Transformation

U(w) A (z) U™ (w)

(1.2.23)
des Maxwell-Feldoperators ermitteln. Der Maxwell-Feldoperator besteht im
Integral aus zwei Termen, die hermitesch konjugiert zueinander sind. Fiir den
ersten dieser beiden Terme
/ (2m) %

o7 (@A) - U (w)ald. A

AU (w) - dPq

rechnet man unter Ausnutzung von (1.2.16) und (1.2.22)

oo e (AT (& (K N) + flan B0 K) () )
. TiNe d(zfq, A) - d3q
_ / (2m)~%

11



12 KAPITEL 1. DAS AQUIVALENZPRINZIP

3 3 . .
d’g A ypqd ghe "% = jQHe 1

2¢°  /2(Ag)°

sowie wegen qx = AgAx

(2m) 3

R

+ / <272q02 (0" - fla B0 K) (K, N) - g

—iAgAx (A—l)p 6”(./((]7)\) . &(A?L)\) . d3Aq

bzw. nach kurzer Umformung und Umbenennung Ag zu ¢ im ersten Integral

—ty, [E e e @)

o)~ 3 , -
vor [ B e oo n) al8n, ) -
q

Der zweite sich ergebende Term ist hermitesch konjugiert hierzu, so dass sich
unter Beriicksichtigung beider Terme und der Summenbildung iiber die zwei
Polarisationen

U(w) AM(z) U1 (w) = (A"Y#, A (Ax) + 0 f(x) (1.2.24)
ergibt, wobei f (2) ein Integralterm ist, in welchen die Parameter der Lorentz-
Transformation sowie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eingehen.
Die genaue Form dieses Terms ist an dieser Stelle jedoch nicht weiter wichtig.
Hiermit ist nun gezeigt, dass der Maxwell-Feldoperator kein echter Vierer-
vektor ist. Damit ein formal Lorentz-invariant aussehender Lagrange-Skalar
auch tatsichlich Lorentz-invariant ist, muss er zusdtzlich invariant unter der
Eichtransformation

At(z) —  AM(2) 40" f(x) (1.2.25)

sein. Die Eichinvarianz einer Theorie mit masselosen Spin-1 Teilchen ist
keine unabhéngige Eigenschaft, sondern eine Konsequenz der Forderung nach
Lorentz-Invarianz und damit auch keine Symmetrie im physikalischen Sinne.
Sie hat keine Auswirkungen im abstrakten Hilbert-Raum auf die Teilchen-
zustinde. Aquivalent kann man die Eichinvarianz auch mit Hilfe der Polarisa-
tionsvektoren durch die Forderung nach Invarianz der Theorie bei der Trans-
formation

MG  — G A) Fegt (1.2.26)

ausdriicken, in der c fiir einen beliebigen komplexen Faktor steht.
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1.3 Die Ladungserhaltung

Es soll nun die Emission eines Photons mit sehr niedriger Energie ¢° fiir einen
Prozess betrachtet werden, der N einlaufende und M auslaufende Teilchen mit
Masse besitzt. Im Grenziibergang ¢ — 0 wird von einem weichen Photon ge-
sprochen. Das weiche Photon kann dann von einem der einlaufendem Teilchen,
von einem der auslaufenden Teilchen oder von einem virtuellen Teilchen, das
im Inneren des Feynman-Diagramms auftritt, emittiert werden:

Feynman-Diagramme fiir die Emission eines weichen Photons

A A
A A
Moglichkeit a Moglichkeit b Moglichkeit ¢

Dann ist die Feynman-Amplitude fiir die Emission eines Photons

M= ME+> MP+ M., (1.3.1)

wobei M die Feynman-Amplitude fiir den Prozess ist, bei dem das n-te einlau-
fende Teilchen das Photon emittiert, M}* die Feynman-Amplitude fiir den Pro-
zess ist, bei dem das m-te auslaufende Teilchen das Photon emittiert, und M.
die Feynman-Amplitude fiir den Prozess ist, bei dem die Emission des Photons
an einer der inneren Linien des Feynman-Diagramms stattfindet. Beschrinkt
man sich in einem ersten Schritt bei den ein- und auslaufenden Teilchen auf
skalare Teilchen, sind die fiir das Folgende relevanten Feynman-Regeln:

o Jede dufsere Skalarlinie liefert den Faktor 1

e Jedes auslaufende Photon liefert den Faktor er*(q, \)
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o Jede innere Skalarlinie liefert einen Faktor i/(p?> —m?)
e Jeder Skalar-Photon-Vertex liefert den Faktor —iQ(pu + 1))

Bezeichnet weiter M den Prozess, wenn kein Photon emittiert wird, und
M (p, q) die Emission eines Photons mit dem Impuls ¢ von einem Teilchen mit
dem Anfangsimpuls p, so wird fiir den Prozess mit der Emission eines weichen
Photons

M= Mo-Mpn,q)+ > Mo Mpm +q,9) + M., (1.32)

wobei in den beiden Summen wegen dem betrachteten Grenzfall ¢ — 0 die
Feynman-Amplitude M stehen darf. Aus den Feynman-Regeln ergibt sich
mit p?> = m und wegen ¢ — 0 fiir die Emission eines weichen Photons durch

ein einlaufendes Teilchen
M(p.) =1+ (~Q (ot (0 —0))) - (@ N) -
(p—q)?—m

_ -2Qp e (@)
p*—2p-q—m?
__Qpue(gN)
p-q

: (1.3.3)

fiir die Emission durch ein auslaufendes Teilchen

i

M(p+q,q) = m'(_@ ((pu+q)+pu)) e (g N) -1

L 2Qpa e (@)
p*+2p-q—m?
wx (7
= QP @N) (1.3.4)
p-q
und, da die Feynman-Amplituden Lorentz-Skalare sind, muss

M, = M,e" (¢, \) (1.3.5)

gelten. Dies alles eingesetzt fiihrt zu

k(= k(=
e.q(q,A) 'y Qm P € (q,A)> M ().

Qn Pn
M= Mo <_ Z Zl; Pm - q
(1.3.6)
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Es lasst sich zeigen, dass sich fiir einlaufende bzw. auslaufende Teilchen mit
Masse und beliebigem Spin die gleiche Feynman-Amplitude ergibt. Lorentz-
Invarianz erzwingt nun fiir jeden physikalischen Prozess, und damit auch fiir
die Feynman-Amplitude, Invarianz unter der Eichtransformation

(@A) — e (GA) +cq” (1.3.7)

des Polarisationsvektors. Dies auf die vorherige Beziehung angewendet, fithrt
zu der Bedingung

Qn Py c*q* Qm Pmp " *
0= My —E Py q+§ Prop © 4 + M, c*qh
Pn - q Pm -4 .
n m

= ¢* My (— S+ Qm> + Mgt (1.3.8)

Fiir den Term M,, kann man sich Uberlegen, dass beim Ubergang zu weichen
Photonen kein Pol entsteht. Dies liegt darin begriindet, dass der Impuls im
einzufiigenden Propagator eines virtuellen Teilchens im Gegensatz zu dem Im-
puls im Propagator eines ein- oder eines auslaufenden Teilchens nicht auf der
Masseschale liegt. Da Divergenzen ausschlieflich von Propagatoren und nicht
von Vertices kommen konnen, divergiert der Term nicht. Als Konsequenz folgt

M,¢" =0 fir ¢—0 . (1.3.9)

Damit sind nur solche Prozesse physikalisch moglich, die die Bedingung
> Qn=>Qn (1.3.10)

erfiillen. Dies ist aber nichts anderes als die Tatsache, dass bei jedem Streu-
prozess die elektrische Ladung erhalten bleibt. Diese ist somit eine Konsequenz
aus der notwendigen Eichinvarianz des Maxwell-Feldoperators in der relati-
vistischen Quantenfeldtheorie.

Die Eichinvarianz ist aber keine Symmetrie im physikalischen Sinne. Sie hat
keine Auswirkungen auf die Zusténde des Photons im Hilbert-Raum, sondern
zeigt die Redundanz in der Beschreibung eines masselosen Teilchens durch
einen Feldoperator. Da die Zustidnde im Hilbert-Raum sich bei der Eich-
transformation nicht &ndern, miissen die durch eine Eichtransformation ver-
bundenen Feldkonfigurationen physikalisch &dquivalent sein.
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1.4 Das Aquivalenzprinzip

Die Uberlegungen fiir das masselose Spin-1 Teilchen lassen sich ohne grofe
Modifikationen auf masselose Spin-2 Teilchen iibertragen. Der Spin von masse-
losen Spin-2 Teilchen kann wie bei Spin-1 Teilchen nur zwei Werte annehmen,
in diesem Fall die beiden Werte h = +2. Zum Aufbau eines Lorentz-invarianten
Lagrange-Skalars fiihrt man auch hier einen freien Feldoperator

_3
hNV Z/ 2 —ZQTeuu(q h)d(q, h) + eiqar:ep,u*(q—»7 h)dT(q_: h))d?’q
V240
(1.4.1)
ein, erzeugt die Polarisationsmatrizen wiederum aus einem Referenzsystem
e (q,h) = Aup(wq) AVU(‘*’q) epo(];’ h) (1.4.2)

und definiert sie in diesem Referenzsystem mit Hilfe der Polarisationsvektoren

e’ (k, +2) = P (k, £1)e” (k, +1)

0 0 0 0
C1fo 41 o0
=20 4 -1 0 (1.4.3)
00 0 0

Dass hierdurch tatséchlich ein Spin-2 Teilchen beschrieben wird, siecht man mit
(1.2.14) durch Auswertung von

R™ 1 (0) €7 (K, 2) = R* ,(0) R 5(0) €” (K, \)e” (K, \)
= R',(0) e (K, \) - R” o (6) ¢ (K, \)
— —1)\0 ( )\) —iAO a'( )
=M (ko)) (1.4.4)

da h=2X=42 folgt. Die Eigenschaften der Polarisationsvektoren iiber-
tragen sich entsprechend der Definition auf die Polarisationsmatrizen

qe' (@ h) =0 sowie guet”(q,h) =0 . (1.4.5)
Zudem gelten die Beziehungen

e" (g, h) = e"M(q, h) sowie e (@ h) =0 . (1.4.6)
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Erstere ist eine Konsequenz der symmetrischen Definition der Polarisations-
matrizen, wihrend die zweite Beziehung durch Ausnutzung der Invarianz des
Metriktensors 7, bei Lorentz-Transformationen gezeigt werden kann:

7];w€ “(q,h) = (Aum(wq) A7 (wg) nm') (Aup(wq) A 5 (wg) epo’(];7 h))
= 1y 0% 67 €7 (K, h)
= Npor ep”(E, h)

=11 — 722
= 0 (1.4.7)
Hiermit sind auch die wesentlichen Eigenschaften des Feldoperators festgelegt:
v (z) = B””(x) (1.4.8)
Db (z) = (1.4.9)
M (2) = (1.4.10)
Der so definierte Feldoperator h*” (z) ist kein echter Tensor. Aus (1.2.16) ergibt

sich namlich

NN 5 7 (7,20) = 72 (e(Kg, 2) + £ - (Ag)* ) (¢ (K, 1) + £ - (Ag)”)

= o7 (e (K, 20) + € (Ag) + €4 (Ag)")  (1411)

- 1
mit ¢h=fre (AN + 5 f2- (A" (1.4.12)
Fiir einen beliebigen Zustandsvektor gilt nun wiederum
Uw)|qh) = e ™ [Ag,h) . (1.4.13)

Eine vollstdndig analoge Diskussion wie beim Spin-1 Teilchen zeigt, dass ein
rein formal Lorentz-invarianter Lagrange-Skalar eines Spin-2 Teilchens auch
tatsdchlich Lorentz-invariant ist, wenn er zusétzlich invariant unter der Eich-
transformation

h(z)  —  hM(x) + OMEY + 0V E (1.4.14)
ist. Auf der Ebene der Polarisationsmatrizen ist die Eichtransformation
e (q,h)  —  e"™(qh) +c"q" + ¥ (1.4.15)

mit Hilfe eines beliebigen Vierervektors ¢ formulierbar.
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Fiir die Berechnung der Feynman-Amplitude der Emission eines Spin-2 Teil-
chens benétigt man die zusétzlichen Feynman-Regeln:

e Jedes auslaufende Spin-2 Teilchen liefert den Faktor  e***(q, h)

e Jeder Skalar-Spin-2 Vertex liefert den Faktor Trw (0, P/, M)
Dabei ist der Vertexfaktor durch den Ausdruck
K
Tt (P2 m) = =i 5 ((pup'y + b)) = M (p P — m2)) (1.4.16)

gegeben, der sich fiir weiche Spin-2 Teilchen im Grenziibergang ¢ — 0 zu

L (P, P, ) = —iKpLDy (1.4.17)

vereinfacht. Der Vertexfaktor fiir den Skalar-Photon-Vertex war im Grenz-
iibergang ¢ — 0 durch —i2Qp, gegeben. Die Feynman-Amplitude fiir die
Emission eines weichen Spin-2 Teilchens erhélt man deshalb aus (1.3.6), indem
man einfach die Vertexfaktoren austauscht:

M = MO (_ Z RnPnuPnv ek (@ h) + Z RmPmuPnv ek ((Tv h))

n 2pn q m 2p’rn -q
+ M,,e"* (g, h) (1.4.18)
Auch in diesen Fall ergibt sich fiir einlaufende bzw. auslaufende Teilchen mit

Masse und beliebigem Spin die gleiche Feynman-Amplitude. Die Notwendigkeit
der Eichinvarianz fithrt dann zu der Bedingung

MO B Z Knpn,upnl/ (quy, 4 Cqu)* N Z Kfmpmltpny (qu'u' + C‘uql’)*
2pn - q 2pm - q

+ M, (c"¢" +c'g")" =0 . (1.4.19)

Beriicksichtigt man wiederum, dass im Grenziibergang ¢ — 0 der letzte Term
verschwindet, erhélt man nach kurzer Umformung schliefslich die Bedingung

Z EmPmu = Z KnPnu . (1.4.20)
m n

Die einzige erhaltene Grofse bei einem nicht trivialem Streuprozess ist nun aber
nur der Gesamtimpuls. Als Konsequenz muss fiir alle Teilchen

Fm = Kn = K (1.4.21)
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gelten. Die Kopplungsstirke eines Spin-2 Teilchens zu allen anderen Teilchen
ist identisch gleich x. Dies ist aber nichts anderes als das Aquivalenzprinzip, da
die verwendeten Vertices der Kopplung des Spin-2 Teilchens an den Energie-
Impulsdichte-Tensor der anderen Teilchen entsprechen. Dies wird im néchsten
Kapitel gezeigt werden. Das Aquivalenzprinzip ist damit letztlich eine Konse-
quenz der Forderung nach Lorentz-Invarianz, da diese zur Notwendigkeit der
Eichinvarianz der Feldoperatoren und Polarisationsmatrizen gefiihrt hat, aus
welcher dann das Aquivalenzprinzip folgt.

1.5 Die Vertexfaktoren

Als letztes offenes Element verbleibt zu zeigen, dass auch die in den Feynman-
Regeln verwendeten Vertexfaktoren eine Konsequenz der notwendigen Eich-
invarianz sind. Dies soll in einem ersten Schritt fiir den Spin-1 Fall gezeigt
werden. Den Feynman-Regeln liegt das sogenannte Wechselwirkungsbild zu-
grunde. Im Wechselwirkungsbild folgen alle Operatoren einer freien Dyna-
mik, wihrend die Dynamik des Zustandsvektors durch die Wechselwirkung
bestimmt wird. Bezeichnet

H(t) = Ho + Hw (t) (1.5.1)

den zugehorigen Hamilton-Operator des betrachteten Systems im Wechsel-
wirkungsbild, dann gilt

%ﬁ“ — i o, 0(1)] (1.5.2)
D it ) (153)

Aus der zweiten Beziehung ldsst sich der Streuoperator

[n(+00)) = S'[n(—00)) (1.5.4)

ableiten, der nach Potenzen von Hyy (t) entwickelt werden kann und fiir den
in erster Ordnung

5*<1>:/ (—i)Hw (t) dt (1.5.5)
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ist. Der Hamilton-Operator Hy, (t) kann nun aus einem Hamilton-Skalar

t) = / Hyw (z)d>z

= / Hw (Fe(x),avm(x),ﬁﬂ(x),aufw(x)) d3x (1.5.6)
aufgebaut werden, was zu der wichtigen Darstellung
S — / (—i)Hw(z) d'z (1.5.7)

fithrt. Die Existenz des Vertexes fiir die Emission eines einzelnen Photons
bedeutet, dass der Wechselwirkungsteil des Hamilton-Skalars einen Term linear
in dem Maxwell-Feldoperator

Huwalz) = QJ,(z)A* (z) (1.5.8)
besitzen muss. Da die notwendige Eichinvarianz nur als ein Artefakt bei der
Definition der Feldoperatoren im Minkowski-Raum entsteht und deshalb zu

keinen beobachtbaren Konsequenzen fithren kann, muss der Streuoperator eich-
invariant sein; d.h. es muss insbesondere auch

g =gsb  — / z) A (z)die = / Ju(x) A* (z)d*x
= /Ju(x)a”f(x)d z=0 (1.5.9)
gelten. Der Operator f () kann nun eine beliebige Form besitzen. Wegen
[a@oi@ats = [0 (ju@iw)ds— [(%5,0)) farats
- /(aﬂj,t( )) fla)d'e (1.5.10)
kann J,(x) nur ein erhaltener Stromoperator

0" Ju(z) =0 (1.5.11)

sein. Fiir Skalarfelder ist der erhaltene Stromoperator durch

g, = —i(9,07)® +id7(9,®) (1.5.12)
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gegeben. Man verifiziert

M Ju(z) = —i(0"9,2T)® — i(9,D")

=90 ,

wobei ausgenutzt wurde, dass die Feldoperatoren im Wechselwirkungsbild einer
freien Dynamik

"0, ®+m*d=0  sowie  9"9,0' +m?dT =0 (1.5.13)

folgen. Damit wird der Streuoperator in erster Ordnung
g = / (-)Q (~i(3,81)d +id1 (3,8)) A d'x . (1514)
Der Vertexfaktor ergibt sich hieraus nun einfach durch die Ersetzungen

0, ® — —ip), , 0,07 —ip, sowie &7 A*—1 | (1.5.15)

die einem Ubergang von der Orts- in die Impulsdarstellung entsprechen, zu

Vu(p,p') = —iQ (pu +1p},) . (1.5.16)

Ganz analog lasst sich der Vertexfaktor fiir den Spin-2 Fall gewinnen. Die
Moglichkeit der Emission eines einzelnen Spin-2 Teilchens bedeutet hier, dass
der Wechselwirkungsteil des Hamilton-Skalars mit einem zweistufigen Tensor

T, (x) der Materie einen Term linear in dem Spin-2 Feldoperator

Hw(z) =

Ty ()W (1) (1.5.17)

| =

besitzen muss. Fiir den zweistufigen Tensor T}, (z) folgt aus der notwendigen
Eichinvarianz dann, dass er mit

T (z) =0 sowie 0T, (z) =0 (1.5.18)

eine Erhaltungsgrofe in beiden Indizes sein muss. Der einzige erhaltene zwei-
stufige Tensor ist nun der Energie-Impulsdichte-Tensor. Fiir das Skalarfeld ist
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dieser in p und v symmetrische Tensor durch

TIW = (a/fi)T) (&/é’) + (8V(§T) (814(i))
— Ty ((apiﬂ) (0r®) — m%@) (1.5.19)

gegeben. Man verifiziert wiederum

Ty (2) = (010, 97) (9,®) + (9,07) (00, P)
+ (89, 91) (9,2) + (9,97) (00, ®)
- (2,0,81) (0°%) - (9,8") (9,0°9)

+m?(0,87)® + m?®1 (0, P)
= (8"9,9%)(9,®) + (9, 91) (6"9,9)

+m?(0,87)® + m?®7 (0, P)
= (-m*®")(9,®) + (0,0") (~m?®)

+m? (8,,<i>T)<f> +m2ot (6,,@)

=0

Setzt man den Energie-Impulsdichte-Tensor in den Streuoperator erster Ord-
nung

gu):/ (fi)gfw;}w diz (1.5.20)

ein, so liefert der Ubergang in die Impulsdarstellung mit wiederum den be-
kannten Ersetzungen

0% — —ip), , 0,07 —ip, sowie & T A —1 (1.5.21)
schliefslich den erwarteten Vertexfaktor
K
V,uu(pvp/) = —1 5 ((p,up;, +pup;t) - 77;“/ (P : p/ - m2)) (1522)

der Skalar-Spin-2 Wechselwirkung auf Baumebene.
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1.6 Exkurs: Spin-s Felder

Die Uberlegungen wie fiir das masselose Spin-1 und Spin-2 Teilchen lassen
sich fiir masselose Teilchen mit hoherem ganzzahligen Spin fortfithren. Der
Spin von masselosen Teilchen kann in z-Richtung nur zwei Werte annehmen,
ein Spin-s Teilchen die beiden Werte h = +s. Der Feldoperator zum Aufbau
eines Lorentz-invarianten Lagrange-Skalars ist dann

i (2m) 2 7 h)a(q
k2. s ($) = / e ettt (q’ h)a(q’ h)
2] (

el e (7 pYat (g, h))dgq
mit den Polarisationsfaktoren
efbzetis (7 1) = AP, (W) A2, (wy) - - AFe,_(w,) P72 (K, h) , (1.6.1)
die im Referenzsystem wiederum mit Hilfe der Polarisationsvektoren
etihzbs (| ts) = et (K, +£1)er2 (K, £1) - - et (K, +1) (1.6.2)

definiert werden. Die Polarisationsfaktoren erfiillen analog wie beim Spin-2
Teilchen die fiir das Folgende wichtige Beziehung

Npap €21 (@,h) =0 mit a#be{1,2,...,s} . (1.6.3)

Die Forderung nach Lorentz-Invarianz fithrt fiir die Feynman-Amplitude zur
notwendigen Invarianz unter der Eichtransformation

ezt (7 h)  ——  eMiHzebs (@R 4 ol q”2‘”“5) , (1.6.4)

in welcher die Klammerung (ujps...ps) die vollstdndige Symmetrisierung
der Indizes bedeutet. Auf der Ebene des Lagrange-Skalars ist die Eichtrans-
formation des Feldoperators durch den Ubergang

FN1H2~~<Hs(x) N quzmus(x)+3(méuz...us)(x) (1.6.5)

gegeben. Aufgrund der Lorentz-Invarianz kann der Skalar-Spin-s Vertexfaktor
zur Berechnung der Feynman-Amplitude bei einem weichen Spin-s Teilchen
nur die allgemeine Struktur

VN1N2~~~M5 (pvp) = _i)‘pmpuz ©Pus + M1 p2 Vl#s-uus)(pap) (1-6-6)
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besitzen. Wegen (1.6.3) verschwinden nun aber alle Kontraktionen des zwei-
ten Terms mit den Polarisationsfaktoren. Damit ist der zur Berechnung der
Feynman-Amplitude relevante Teil des Vertexfaktors

V,ul,uQ...,us (p’p)|re1evant = 7i)‘p,u1puz © o Pus . (167)

Es lasst sich wiederum zeigen, dass fiir einlaufende bzw. auslaufende Teilchen
mit Masse und beliebigem Spin der gleiche relevante Vertexfaktor entsteht.
Durch analoge Schritte wie beim weichen Spin-2 Teilchen ergibt sich damit
das Weinberg low-energy Theorem

Z /\mpm/tlpmuz o Pmps 1 = Z /\npn/upn/LQ o Pnps g . (168)
m n

Die Fille s = 1,2 wurden bereits ausfihrlicher diskutiert und entsprechen der
Ladungserhaltung bzw. dem Aquivalenzprinzip. Fiir s > 3 ist dieses Erhaltungs-
gesetz nur erfiillbar, wenn

Am =Ap =0 (1.6.9)

gilt; d.h. keine Kopplung zum weichen Spin-s Teilchen stattfindet. Masse-
lose Spin-s Teilchen konnen zwar existieren, aber bei niedrigen Energien keine
minimale Kopplung zu sich selbst oder zu anderen Teilchen besitzen und da-
mit keine langreichweitigen Krifte beschreiben. Eine ausfiihrlichere Diskussion
dieses und weiterer no-go Theoreme findet sich in [Bol12].
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Kapitel 2

Das Graviton-Feld

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass das masselose Spin-2 Teilchen mit dem
Trager der gravitativen Wechselwirkung identifiziert werden kann. Durch Aus-
nutzung der notwendigen Eichinvarianz wird der Lagrange-Skalar des Spin-
2 Feldes bestimmt. Um die Darstellung so ibersichtlich wie maoglich zu hal-
ten, werden die Uberlegungen mit den klassischen kovariant formulierten Feld-
gréofen durchgefihrt. Abschliefend wird der Graviton-Propagator ermittelt.

2.1 Eigenschaften des Gravitons

Die Gravitation ist eine langreichweitige Kraft. Sie kann deshalb nur durch ein
masseloses Boson vermittelt werden. Da sie zudem immer anziehend wirkt,
sind nur die Spins s = 0 oder s = 2 mdglich.

Beobachtungen haben gezeigt, dass die Gravitation auch auf Photonen wirkt.
Wiren die zugehorigen Gravitonen Spin-0 Teilchen, so konnte ein entsprechen-
der Wechselwirkungsterm keine Lorentz-Indizes enthalten und die Wechsel-
wirkung wére dann nur {iber die Spur des Energie-Impulsdichte-Tensors der
Photonen mdoglich, da die Gravitation an den Energieinhalt koppelt. Nun gilt

1
nMVT:Ln = nuv (77p<7}7vM)Fw7 _ Z 17”pran0>
1
= Fu b — 74 Foo FP? = 0 . (2.1.1)

Da die Spur verschwindet, kann die Gravitation nur durch ein Spin-2 Teilchen,
dem sogenannten Graviton, reprisentiert werden.
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2.2 Der Lagrange-Skalar des Maxwell-Feldes

Als Vorbereitung auf das Graviton-Feld soll zuerst der Lagrange-Skalar des
Maxwell-Feldes abgeleitet werden. Da die Bewegungsgleichung des Maxwell-
Feldes linear sein soll, darf der Lagrange-Skalar hochstens quadratisch in den
Feldvariablen und ihren ersten Ableitungen sein. Der allgemeinste Lorentz-
Skalar, der sich fiir das masselose Maxwell-Feld bilden ldsst, ist dann

L= <61€p0#y + C2NpoNpv + C3NppNov + 047]py7]c,#> OP A% OF AY

= C1€popy 0P A7 DAY + 0y (0, AM)? + 30, A, 0" AY + 40, A, 3P‘A”( |
2.2.1

Nun ist

€popr O A7 OMAY = €5 0P A7 OM AY + €popn A7 OPOM AY
=0 (epotw A7 aﬂAu> (2.2.2)

eine vollstindige Divergenz, die die Bewegungsgleichung nicht beeinflussen
kann. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann deshalb ¢; = 0 gesetzt
werden. Fiihrt man die Eichtransformation

A'M(z) = A¥(z) + 0" f(x) (2.2.3)
durch und betrachtet nur die in f(z) quadratischen Terme, so muss offenbar
Co (Bua"f)2 +¢30,0, f 0"0" f + 40,0, f 0"0" f =0 (2.2.4)
sein. Hieraus kann man fiir die Koeffizienten unmittelbar
co =0 und cy = —cC3 (2.2.5)
ablesen. Damit verbleibt fiir den Lagrange-Skalar
Ly =c30,A, 0" A" —c30,A,, 0" AY
= 3 (9,4, — 0,4, )0 A"
=5 (0u4s —0,4,) (074" =07 ar) (2.2.6)
Fiithrt man den Feldstarketensor

FH = gl AY — ¥ AW (2.2.7)
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ein, so erhilt man mit der iiblicherweise gew#hlten Skalierung die gewohnte
Form

1
La= -~ FuF" (2.2.8)

des Lagrange-Skalars des Maxwell-Feldes. Die Eichinvarianz ist in dieser Form
auch unmittelbar einsichtig.

2.3 Der Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes

Die Ableitung des Lagrange-Skalars fiir das Graviton-Feld ist algebraisch etwas
komplizierter als fiir das Maxwell-Feld. Der mogliche Lagrange-Skalar fiir das
masselose Graviton-Feld, der ein Lorentz-Skalar und héchsten quadratisch in
den ersten Ableitungen der Feldvariablen ist, hat die allgemeine Struktur

L, = <Z et M..1... ) P W 97 A , (2.3.1)

wobei der erste Tensor aus Termen von jeweils 3 Metriktensoren 7 aufge-
baut ist, die alle moglichen paarweisen Kontraktionen darstellen. Da wegen
der Symmetrie des Graviton-Feldes die Kontraktionen (p, 1) und (p,v) sowie
(p, k) und (p, \) gleichwertig sind, verbleiben als relevante Kontraktionen nur
mehr die nachstehenden Paarungen:

Pl vo KA puY <> okA — Symmetrie = (2.3.8) (2.3.2)
Pl VK o\ K <> A — Symmetrie = (2.3.4) (2.3.3)
Pl VA oK (2.3.4)
po uy KA (2.3.5)
po WK 1) (2.3.6)
po A VK K <> A — Symmetrie = (2.3.6) (2.3.7)
pA uv oK (2.3.8)
pA uo VK i > v — Symmetrie = (2.3.10) (2.3.9)

pA WK vo (2.3.10)
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Formal ergibt sich fiir den Lagrange-Skalar damit

Ly = ((2.3.6) + (2.3.5) + (2.3.8) + (2.3.4) + (2.3.10)) PR 9% A

= (ClnponunnuA + C2Npo Muv Nk + C3NoANuv Mok

+ C477pu771/)\770'n + 0577p)\77,u,m”71/0) lo.d e 8Uhﬁ)\ s

was mit der abkiirzenden Schreibweise h = h*, = h," zu der Darstellung
Ly, = c10°h" Ophyy + c20”h Oph + c30,h O-h7°
+ ¢c40,h" 0% hgy + c50PW* 0L by, (2.3.11)
fithrt. Mit der Umbenennung der Indizes im letzten Term entsprechend
O°h* Oy hyp = 07 RMY Ophye (2.3.12)

siecht man, dass sich dieser vom vorletzten Term nur um eine vollstindige
Divergenz

O Db+ Oy (W O gy — 07 )
= TR Dyl + Dk O hy — OB Dby
4 B 0,07 By — 0,07 WY By
= 0hH 0% By + WY 0,07 hiyy — Dy OB
= 8, 9%y, (2.3.13)

unterscheidet. Damit sind die beiden Terme gleichwertig und man kann ohne
Einschrénkung der Allgemeinheit entweder ¢4 = 0 oder c5 = 0 setzen. Beide
Ansitze finden sich in der Literatur. Mit dem hier gewdhlten Ansatz ¢ = 0
reduziert sich der Lagrange-Skalar zu:

Ly = c10°B* O,h, + c20°h O,h + c30,h 9gh®? + a0 i 0% hyy,  (2.3.14)

Die vier verbleibenden Koeflizienten ergeben sich aus der Forderung nach der
notwendigen Eichinvarianz

MY (z) = b (x) + O*EY + 9V EH (2.3.15)
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des Graviton-Feldes. Betrachtet man die in dem Eichvektor £# quadratischen
Terme, so wird

Ly (6%) = c10° (01" + 07 €") 0, (046 + 0,6,.)
+ 40207 (9" 0,(9,€")
+ 2030, (0,6") 0, (077 + 0767
+ a0, (9" + 0€") 07 (9560 + D)

= 2¢; 0°0"€Y 0,08 + 2¢1 0P0"EY 0,0,€,
+4cp 0°0,,6" 0,0,8
+ 2¢3 0,0,8" 0,067 + 2¢3 0,0,6" 070,87
+ ¢4 0,0ME" 0705&, + ¢4 0,0"E” 0,07E,
+cq auaufu 808(761/ +c4 61’6#5“ avaaga
Setzt man hierin die Identitaten
0rorE” 0,0, = 0" (8"5” 0p0u&y — 0uéy af’apg”) + 0,0M€" 070,&,
0Po"E” 0,0,€, = 0" (8”5” 0,0,&, — 0°0,£" Bpfﬂ) +0°0,§" 0,0"¢,
ein, so erhélt man
div 2¢1 00,8 0,0"€, + 2¢1 0,0MEY 0°05&,
+ 4cy 070,£" 0,087
+ 2¢3 0,0,8" 0,076P 4 2¢3 0,0,6" 0°0,€°7
+ ¢4 0,0MEY 0°05&, + 4 0,0ME 0,078,
+ ¢4 070,6" 07058, + ¢4 070,6" 0,07,

L (€%)

div (2¢1 4+ 4co 4 2¢3 + ¢4) 0°0,£" 0,0"€,
+ (201 + ¢4) 0,0"" 0705&,
+ (2¢3 + 2¢4) 0,0,E" D, 0P
Dies bedeutet

Ly =L+ Ly (&) + L (€7)

div
- Lh + Lh’ (5) )
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wenn das Gleichungssystem

2c1 +4co+2c3+c¢c4 =0
2c1 +c4 =0
2c3+2c4 =0

erfiillt ist. Mit der iiblicherweise gewihlten Skalierung folgt dann

+ : : + = i ! (2.3.16)
= — = —= = - sowie = —= . -
C1 4; C2 ) C3 27 W C4 9

Nach ebenfalls ldngerer aber analoger Rechnung lisst sich zeigen, dass unter
Berticksichtigung der in dem Eichparameter &# linearen Terme der gleiche
Parametersatz insgesamt zu

L = Ly + Ly (&) + L (€)

o7, (2.3.17)

fiihrt. Da die beiden Lagrange-Skalare sich nur um eine vollstindige Divergenz
unterscheiden, fiithren sie zu der gleichen Bewegungsgleichung fiir das Graviton-
Feld. Diese ist damit invariant unter einer Eichtransformation. Damit ergibt
sich schliefslich der Fierz-Pauli Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes:

1 1 1 1
Ly, = + 0N Dphyy = 20°ROph 4 S0ph h?P = SO O hoy (2:3.18)

Unter Beriicksichtigung von (2.3.13) erhélt man als dquivalente Formulierung
fiir den Lagrange-Skalar des Graviton-Feldes:

1 1 1 1
"Li = +30°W" Ol = 1070 Dph - S0,h ;70 — SO Dyhy, (2.3.19)

Anmerkung: Bei umgekehrter Vorzeichenkonvention fiir den Metriktensor als
in diesem Text verwendet, kehren sich auch die Vorzeichen der Terme in den
Lagrange-Skalaren um. Diese Varianten der Lagrange-Skalare finden sich oft-
mals in der Literatur zur ART.
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2.4 Die Feldgleichungen des Graviton-Feldes

Fiir die Ableitung der Feldgleichungen ist der gesamte Lagrange-Skalar unter
Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit der Materie

L=1L,— g TMppv 4 LM (2.4.1)

pv

zu betrachten. Als Konsequenz der Eichinvarianz kann das Graviton in linearer
Ordnung nur an den Energie-Impulsdichte-Tensor der Materie koppeln. Denn,
da der Energie-Impulsdichte-Tensor der einzige zweistufige Tensor ist, zu dem
vier erhaltene Strome gehoren, folgt fiir den Wechselwirkungsterm

TN = T (4 g + 96"
= T hH + T O + T 0" ¢
= Tl + M (T8") = (T0)&" + 0" (Tu€") — (9" T,)¢"
= T + 0" (T8") + 0¥ (Tue")

div M 1 pv
e pMpu (2.4.2)

wobei 8”T,% = 0 ausgenutzt wurde. Zur Vorbereitung auf den néchsten
Abschnitt werden hier nicht die Lagrange-Skalare L, oder 2L; verwendet,
sondern der weitere gleichwertige Lagrange-Skalar

1 1 ,
3Lh = 5 (Rﬁu - 277/LVRL> h* (243)
mit RY = "R}, (2.4.4)
1
T (040"hg = Ol — 0,01+ 0,0°hy) . (245)

Die Aquivalenz der Lagrange-Skalare ist leicht zu verifizieren. Mit

W RE, = %(ayaph,w — 0P Oph — 07O,k + 0“0y )

— 0"0°h,y — 00, h (2.4.6)
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wird der Lagrange-Skalar
31, = 1 hHY 14 4 P
=1 (040" R = 0 Ophyis = 0D+ 0,07,
1
-4 B(0"0 1y — 0°0,h)

1 1
= = W PDyhy + 5 hOPO,h
1 1
— W 0,0,h— S h 'Oy,

1 1
+ W 00+ 5 WY 0,00y,

1 1 1 1
= =5 O°(W" Ophy) + 5 O°W* Ophyy + 5 0°(h Dph) — £ 0" Oph
1 1 1
= 3 Ous (R h) + 3 Ouh!™ Oyl 2 DR Oyl
1 1
+5 0 (R 0P hyy) — 5 Ouh!™ 0"l

W, . (2.4.7)

Die Lagrange-Skalare unterscheiden sich wiederum nur um ein vollstindige
Divergenz und fithren somit zu identischen Feldgleichungen fiir das Graviton-
Feld. Die Feldgleichungen folgen nun aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

OL OL oL
— =0 = PO | —————— | = . 2.4.
T <a(aphw)> oo (a(aﬂaahw)) 0 (2.48)
Da der Lagrange-Skalar 3L;, aus Termen der Form hddh aufgebaut ist, gilt
%L, 1(_, 1 . ) 3Ly,
_ - ~ Sy RY) =oror [ S : 2.4.
oh 2 <RW gl ) 0o (a(apaohw)> (2:49)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiihren damit zu den Feldgleichungen

1 K

R}, — 577“,,}# =3 Ty . (2.4.10)

Aus den Feldgleichungen ergeben sich die Konsistenzbedingungen

1
MM =0 = o (Rﬁ,, - QWRL) =0 (2.4.11)



2.5. DER GRAVITON-PROPAGATOR 33

deren Giiltigkeit man direkt {iberpriifen kann:

1
oM (Rﬁy — Qn,wRL)

_ % (040 = DDyhs = DD+ 0,0 1y)

— 0 (070 — aﬂaph))

(aﬂauaﬂhpu — 010y, — 00Dy b+ 040,07 N,

N

= 0,070 hyo + 0,0°0,h)

- 0 (2.4.12)

Die Eichinvarianz der Feldgleichungen ist in dieser Form leicht einzusehen, da
auch

1
R, (W) = 5 (0,0°K,, = 0°0,hi, = D,0,h +0,0°1,, )
1
= R, () + 5 (9,07 (958 +0.6,) = 0°0,(0,60 + 0.6,.)
-2 auavapfp +0,0° (8pfu + 8M§p)>
— RL,(h) (2.4.13)

gilt.

2.5 Der Graviton-Propagator

Der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung des Graviton-Propagators ist der freie
Lagrange-Skalar

1 1 1 1
"L = 4707 Dby — J0°h ph + 50,0 0,170 — SO, O ha
(2.5.1)

Wie beim Maxwell-Feld ist auch beim Graviton-Feld fiir konkrete Rechnungen
eine geeignete FKichung zu wihlen. Wihlt man den DeDonder-Eichterm

LEich = % (aghap - ;aph) (aAhAp - ;aph> (252)
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fiihrt dies auf die eichfixierte Lagrange-Dichte

1 1 12N%Z L 4 1 op 1 nr 9o

Lh + LEiCh = Za h aph/“, - 13 h 8ph + §aph (9(,]7, - §aﬂh 6 ho'y

1 1 1 1
+ 507hop NP — 100h O — 107 hop O"h+ S0,h O°h

1. 1
= O Doy — SOPh Oyh
1 P, OV Py, Ol po, vV A
= gaxhpg(n N7 A"t =" )8 huw (2.5.3)

wobei beim letzten Ubergang die Symmetrie des Gravitonfeldes in den Indizes
ausgenutzt wurde. Hieraus folgt dann mit der Polarisationssumme

O S I T (2.5.4)
die Dynamikgleichung
1
T P07 030 i = g T (2.5.5)
Aus der Definition des Propagators
1 vpo 1 v 1%
1 PHP7 9,0*Dpoap(z — y) = 5(5555 + 5a§g) Mz —y) (2.5.6)
folgt unter Ausnutzung der Beziehung
Peyp, PPP7 = 2(52’6§ + 525§) (2.5.7)
in der Impulsdarstellung

Phrvpo
D07 (g?) =

- (2.5.8)
Die Skalierung der Polarisationssumme ergibt sich mit x? = 167G aus der For-
derung, dass sich als erste Niherung (siehe hierzu im Kapitel zu den

Storungsrechnungen) das bekannte Gravitationsgesetz ergeben muss.

Anmerkung: Oftmals wird in der Literatur x? = 327G gewiihlt. Dann tritt in
der Polarisationssumme ein ausgleichender Faktor 1/2 auf.
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Kapitel 3

Die Selbstkopplung des
Gravitons

Die vollen nichtlinearen Einstein-Gleichungen des Gravitationsfeldes werden
in diesem Kapitel aus der Feldgleichung des Gravitons konstruiert. Wesentlich
hierfiir ist die Selbstwechselwirkung des Gravitons. S.Deser hat einen geschick-
ten Ansatz gefunden, bei dem hierfiir kein Iterationsprozess notwendig wird
[Des04, Des09]. Diesen Ansatz habe ich nachstehend sehr detailliert ausgear-
beitet.

3.1 Die spurverschobene Darstellung

Aus den Feldgleichungen (2.4.10) ergibt sich durch Kontraktion

L 1 W R n ) K
“RM=Rp, - 0w R = 5Tl = 5T (3.1.1)

Dies wiederum in die Feldgleichungen eingesetzt liefert

1 ,
Rﬁy = g . (Tl% - 277NVTM> = g -tfffy (3.1.2)

mit dem spurverschobenen Energie-Impulsdichte-Tensor

].
nv -

iy inuuT]W (313)
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der Materie. Die neue Feldgleichung ldsst sich aus einem Wirkungsintegral mit
dem freien Lagrange-Skalar

Lo(f,T) = kf* (9,15, —0,1%,) —n* (T0,Th, —T0,Th,) »  (3.1.4)
in dem nur erste Ableitungen auftreten, ableiten. Dabei ist
1
fuu — huV _ inll”h —— f = —h (315)

das spurverschobene Feld. Aus der Eichinvarianz des Graviton-Feldes folgt,
dass fiir die neuen Variablen bei Eichtransformationen

S = 0ME” + 0"Er — 0N (3.1.6)
0T, = £0,0,8"
sowie I'f, =T, gelten muss. Man verifiziert:
Lo(f', ") = k(1 4+ 01€” + 076 — 0,6
(05 (T, + $0,0,) = 0, (T, + k0,0,"))
=" (Dy + 50,058°) (T, + 50,0,6™)
0 (D0 + K0, 00E°) (T, + £0,0,67)

= Lo(f,T) +wfH (’iapauaug) - /‘@61/8#6;05[))
(00" +07€") (0,10, + KO,040,6" = DTY, = KO, 0,0,6" )
— kNN (D, + KO,0,0,€ — DT

o - nayaﬂapgﬂ)
= 1 (0RO, 0,6 + T RO,DNE” + K20,0,6)0,00" )
+ (Pf;wauapg* + TR0, 0" + mQayaAgpa,Lapgk)
L L(fT) + 0
T RO,01E +T) R0, 0" —Thk0,0"€" + T4 k0,0"¢"
T A e VI N

_ nuvrﬁ)\mauayg)\ ] _ nltvrﬁyﬁapaAgp .

T\ ROuOpE 41T K0, ONE" .

v

= Lo(f.T) (3.1.8)
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Fiir den Wechselwirkungsterm mit der Materie verwendet man zweckméfiger-
weise die wie folgt umgeformte Darstellung

LM — —g ST

K 1 1 1 1
_ _ . TMh'IW—TM-* L UTMh;U/ - ,,TM-* wp
2 ( Qv ing 277 277M + 27lu 277
1 1
- —g : (T;}f - 2nWTM) (h“” - 2n“”h>
- _g 'tﬂ/,[,f‘“’ . (3.1.9)

Damit wird das angepasste Wirkungsintegral

W= / (:2 Lo(£T) - % -tﬁfﬂ”) d'z (3.1.10)

Variation liefert

114

1 1 1 LAY
5f,u,1/ =0 = ; (aPFZV - §ayrzp - Qaur5p> = 5 . t#V (3111)
sowie

4 v A A 4
(n-\aﬁ /77“ (FZ)\F/M/ - Fz[j)\rup)d €
=SS, + 0P, — Ty, — 0Ty

1 1
_ - v samf - v B af _ aprf B
= o n"ogly,, + 5 "oy, + T, — T, — Pl (3.1.12)

2 o= uv 2 Ay 7%
und
0 m(9,r°  —o,I" Vd*
0T, f (”Flwf l’Fup) x
1 1
= 0, + 3 D, [P + 5 d, fPvee . (3.1.13)

Die beiden letzten Variationen zusammen ergeben

1 1
5 W“stgrﬁu + 5 nuyégrzu + naﬁrza - nuarﬁa - nuﬁrga

=K (él,faﬂ + % D, fV88 + % ayfﬁ%sg) . (3.1.14)
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Dies ist eine rein algebraische Beziehung fiir das I'-Feld, d.h. das I'-Feld stellt
eine rein aus dem Graviton-Feld abgeleitete Bedingung dar. Kontraktion mit
dem Tensor 47 liefert

1
3 Ly, + 20", + 0T, — n’w‘Fﬁﬂ "I,
1
= n(—é‘gfaﬂ +20,f" + 3 3,,f°“’)

— T, = kO, (3.1.15)

pv

Kontraktion mit n.g ergibt weiter

1 v 1 v
5 nﬂ naﬂrﬁu —+ 5 77“ 'r]o_arzu + 41—‘20_ — Fgo' — Fgo'

= Ii(—agf + % &/fw??aa + % al/fﬁynﬁa)

K
= I,=-50f (3.1.16)

wobei im letzten Schritt (3.1.15) ausgenutzt wurde. Durch die beiden vor-
stehenden Ergebnisse wird das I'-Feld eindeutig festgelegt. Wegen Lorentz-
Invarianz, der Symmetrie in den unteren beiden Indizes und der notwendigen
Linearitit kann es nur die Struktur

% T3, = c10% fuu + can® 0. fup + can®™ 0, fup
+ 3N 0 f + 16,00 f + a6, 0, f (3.1.17)
besitzen. Mit diesem Ansatz wird
LT, = 0%+ et 0,
+c3-40%f + c10°f + c,0°f
= (c1 + 4cs + 260)0° f + 2628, f1° (3.1.18)
sowie
Tl = a0+ 020 oy + 200 f
+ 30, f +ca - 40, f + a0y f
= (c1 + ¢2)0" fuv + (c2 + 3+ 5¢4)0, f ) (3.1.19)
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Vergleich mit (3.1.15) und (3.1.16) fiithrt auf das Gleichungssystem

2c0 =1 (3.1.20)
c1+4c3+2c4 =0 (3.1.21)
cp+ca=0 (3.1.22)
co+c3+bey =—1/2 (3.1.23)
mit der Losung
1 1
Cc1 = _5, Cy = +§, C3 = -, Cc1 = _Z (3124)
Dies bedeutet
1 . 1., 1, 1,
P Fuu = _58 Juw + 577 POufup + 577 POy fup
1 o 1., 1.,
+ Z?’]#ya f — Z%ayf — Z(SV 8‘uf . (3125)

Unter Ausnutzung von (3.1.5) ergibt sich die Darstellung
1 1., 1
E . Fl“’ = —58 (hp,V - 277,ul/h>
1, 1 1, 1
+ 57] Pay (h#p - 27]uph> + 57’ paﬂ (h,/p - 27]1,ph)
_ mea h+ Zéﬂ&,h + Zéyaﬂh
ner
- - (Ouhup + Ohyip = Db ) (3.1.26)
durch das Graviton-Feld. Dies wiederum bedeutet

1 1 1
- (aprfw — 50,10, - zaﬂrf;p)

po

- ’77 ( 0,0, hwe + 0,0y hne — Dy hy )
po

- ”T ( 0y0,u b + By — DyDhysy )

n’?
- ( 0,0, + 0u0phe — 0uOhs )

_ %(avaﬂhw O Dby — 0ol — 000 ) (3.1.27)
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Dies in die Dynamikgleichung (3.1.11) eingesetzt liefert

%(aaa”hw + 07O hyo — 07Oy — 0,00 ) = 512 (3.1.28)

| =

Der Vergleich der linken Seite dieser Gleichung mit
dass aus dem angepassten Wirkungsintegral

1 K v
W = / (/{2 “Lo(f,T) — 5 th” ) : (3.1.29)
mit dem Lagrange-Skalar

Lo(f,T) = kf* (9,1, — 8,1%,) —n* (T, T, —T0,T,) ,  (3.1.30)

—~~

2.4.5) zeigt schlieflich,

die spurverschobenen Feldgleichungen (3.1.2)
K

Rl = 5 “t, (3.1.31)

folgen.

3.2 Die Selbstkopplung des Graviton-Feldes

Die Quelle des Graviton-Feldes ist der Energie-Impulsdichte-Tensor. Nun be-
sitzt das Graviton-Feld auch selbst Energie; d.h. die Feldgleichung ist durch
einen Quellterm des Graviton-Feldes entsprechend

RL, = g : (t + t%) (3.2.1)

zu erganzen. Da ein Spin-2 Feld aber keinen eichinvarianten Energie-Impuls-
dichte-Tensor besitzen kann, kann man (anders wie bei der Kopplung mit
Materie) nicht auf den Kopplungsterm im Wirkungsintegral des Gravitons
schliefsen. In jedem Fall muss sich aber der Energie-Impulsdichte-Tensor ent-
sprechend (3.2.1) als Quellterm ergeben.

Betrachtet man ausschlieflich das Graviton-Feld, dann muss mit einem Selbst-
kopplungsterm Lgg die Feldgleichung

RL

I 5 tul/ (322)

aus dem kovariant formulierten Wirkungsintegral

WD) = / (Lolf. 0y + Lk (1) )d's (32,3
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und dem spurverschobenen Energie-Impulsdichte-Tensor

1 2 SW(f,T
tuy =Ty — =T mit T, = éf - )
/_/y fy v

2
folgen. Interpretiert man f#* als Tensordichte vom Gewicht 1 und I', als
normalen Tensor des Minkowski-Raumes, geht fiir krummlinige Koordinaten
(3.1.5) in

(3.2.4)

Vxx =Txx

1
== (h‘“’ -5 th) (3.2.5)
tiber und die kovariante Ableitung von I'f,, wird
A A A
D,I%, = 0,1, + C/\ Ty, — C,1%, — Co, Ty (3.2.6)
mit dem auf v bezogenen Levi-Civita-Zusammenhang
A ’Ykp
Ch == ( D up + O tup — DYy ) . (3.2.7)
Fiir den kovariant formulierten Lagrange-Skalar ergibt sich
Lo(f,T,y) = &f"(D,I%, — D,T% ) — =y " (T0, T, —T0,T5,) (3:2.8)
und es wird sich zeigen, dass die Selbstkopplung
Lsk(f,T,7) = wf* (T,Tp, —T0,T))) (3.2.9)

zum gewiinschten Ergebnis fiihrt.

3.3 Der Energie-Impulsdichte-Tensor

Da Lsk(f,T,7) keinen Beitrag liefert, ist nach den Uberlegungen im vorheri-
gen Abschnitt leicht einzusehen, dass

THV = Puv — Zpu (331)
mit
2
Y= — *P(D,If 5 — Dpl't ) d 3.3.2
o= == 5 | 1 e (332
sowie
Sy = — ) / V= (D0 Tos = T4, )d e (3.3.3)
/€2 ya 5,}/,u P 4 I




42 KAPITEL 3. DIE SELBSTKOPPLUNG DES GRAVITONS

wird. Setzt man A,z = (FZ/\F% —T§,T2,) so erhilt man

) o 1
G /\/—*yfy B Anpdie = —3 V= YwA+ V=7 A . (3.34)
Dies bedeutet
2 1
S,LLI/ = —? <Al“’ - 5 'rh“/A> (335)
bzw. spurverschoben
Sur = =5 A = —— (D0 — 0L, ) (3.3.6)

Mit
Ly = f** (DPFZB - Dﬁrgp)
= 1 (8,10, + OO Ty — CMTh, — Ol
05T, — CHTx, + ChaT%, + C3,T%,)
= fof (aprgﬁ — 9aT%, + CO Ty — 200T% + cgargp) (3.3.7)
wendet man fiir die ndchste Rechnung am zweckméfigsten die Beziehung

5ngd4x o 6[12 6LE
g a(

57#’/ o 87“” - aofyl“’)
0Ly, 0C%, 0Ly, 0CI,
= 5L O, —5t 3.3.8
aCT, 9y (aogt (00 (3.38)
an. Nun wird
oC?, o y"P
8’}/“5 - = (97/“’ ( 2 (as’}/tp +8t75p _ap')/st) ) -
1 o
= § (M(SV) ( 3s%p + at’)/sp - ap'}/st )
Yxx="xx
1 o
= 5 0%, ( Ostiep + Oinlsp — apnst) - 0 . (339
Dies wiederum bedeutet
0oLy, 0CY,
KX, = 20, - —t (3.3.10)
' (805t 8(8(’7W)> Faex =1
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Dabei ist
acr, 0 v
__ st = [ —(9 Oysp — O S)
(0o a(aaw)( g (20300 + 800y = 0 >
Vxx =Txx Tacx =Thex
1 0
= ——— [ =P80 aff
2 8(8(,71“1)( VT VpB IS
~1"PY5a7p8007°" + 7 P50 e8 07" ) e
1 rp o TP o (9] o
= 3 (—77 NepMpvOg — N P NspNpu0f + 1 nsuntu(sp )‘
pv
1 ™ SO T SO rTo
=3 (—muéﬁs — M50y, 07 +1 nsuntu)’ : (3.3.11)
pv

Dabei soll u <> v kennzeichnen, dass eine Symmetrisierung iiber die entspre-
chenden Indizes notwendig ist. Weiter wird

8.[/2 af (9 A A A
acr, =/ acr, (aPFZB o aﬁrgp + C:;\Faﬁ B QCP@F§,3 + CﬁaF’;\ﬂ)
= (FP600355T 0 — 20 P Q05T s + FOPN50LTS, )|

_ (fo‘%firtaﬁ _ thﬁpiﬁ + ftSng) (3.3.12)

s>t

Die beiden vorstehenden Ergebnisse zusammengefasst liefert unter Beriicksich-
tigung der schon vorliegenden s <> ¢ Symmetrie des zweiten Faktors:

(7228, = 20T 4 1T, ) (= mudL07 = nepdL07 + 0 e )

prv
= (=m0 Ty + 20 fT05 =i f*°TE,
— M f T + 2047 T3 g =01 f 7T,
“V‘ntu(sta,Bfoﬁ @ - Qnrgnsuntuftﬁriﬁ + nTUnsuntuftsrﬁp ) );u—n/

- (2fﬁl‘§5 — 25T, — 1 [T

+2775/Jf061—‘f/5 - 277TU775uf5Fi3 + nraf/ywl—‘?p) )l»b (3313)

v
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Uberschieben mit n*":
W(. ) ( )‘ = 2f“PT, — 24710 — 4f°PTY,
v
20T — 2 fIT 7 AT,
= =215 — 20 fOT5, + 0™ T2, (3.3.14)
Sammelt man die vorstehenden Ergebnisse zusammen, so folgt spurverschoben
KOy = K (EW — % 77,W2>
= 0, (2705 = 24700~ mu f* T2
+ 205, f7 TS5 = 20" o f T35 + 077 fun 0,

« o ro S 1 rTo
+ N f ﬁFaﬁ o, T fsﬂrrﬁ =5 Ml frﬁp)

By
—o° ( 2o fOT5 5 — 25,0,
+ 2778ufgri6 - 2778ufyﬁrzﬂ + flwrgp
s 1
0 f1T55 = 5 M fT5,) (3.3.15)
v
Damit wird der spurverschobene Energie-Impulsdichte-Tensor zu
tuy = Spuv — Opw
—_Z(pr, e
*7? PAT Y T T DA pp
1 a S
-~ (an,sf[jruﬁ —2f, T,
+ 205,505 = 205 f Vg + fuTh,
s 1
0 fET5 = 5 M TS, (3.3.16)
Qv

3.4 Die Einstein-Gleichung
Es war

1 v v
W= [ (k£ (0,00~ 0TL,) — (" — nf) (UL, ~ TL,,) ) d'a
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Addiert man hierzu im Integranden die vollstindigen Divergenzen
Laiv = =8,(0"™T%,) + 8, (n""T%,) = =" (9,17, — 3,I7,) . (3.4.1)

durch die die Dynamik-Gleichungen nicht veréndert werden, und fiihrt die
neuen Felder

V=g g" =" — Kk (3.4.2)
Gupg”” =9, (3.4.3)
g = det [guu] (344)

ein, so ergibt sich schlielich

div 1 v
W / /=99 (9,7, = T, + T, Th, — T, )d's . (3.4.5)

Dies ist aber nichts anderes als das vollstindige Wirkungsintegral der ART
im Palatini-Formalismus, wenn man g, als Metriktensor und I',, als affinen
Zusammenhang einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten z
interpretiert.

Variation nach I'f,, (fiir die detaillierten Rechnungen sei auf mein Buch {iber
die Allgemeine Relativitdtstheorie verwiesen) fiithrt zu

Vo(V=99")=0 (3.4.6)
was sich rein algebraisch entsprechend
1
I = 59"” (augup + v o — 8,ng) (3.4.7)

formulieren l4sst. Der affine Zusammenhang besitzt natiirlich auch hier keine
unabhingige Dynamik. Die vorstehende Beziehung zeigt auch, warum sich I'},
nicht explizit nach dem Feld f# auflésen ldsst, denn aus

(nup _ ,ifup) (va + lifp,,) — ﬂ”pﬁpu + my“”fp,, _ fif”pnpu _ m2f”pfpy

= 5;; - Hzf#pfpu (348)
sowie der Definitionen (3.4.2) folgt, dass
Gpv = n
=N + Efp + Y K" Term,(f (3.4.9)
\/jg 14 P 7;2 ( )

sein muss. Hierdurch ergibt sich die Nichtlinearitét der Theorie mit Selbst-
kopplung. Zudem wird deutlich, dass im zugrunde liegenden Minkowski-Raum
G micht mit 7,,7,,9”7 identisch ist!
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Variation des Wirkungsintegrals nach der g#* liefert mit dem Ricci-Tensor
— A A
Ry = 0,10, — 0,1, + I‘gAI‘W -,y (3.4.10)

und seiner Kontraktion R = g"” R,,, fiir das freie Gravitationsfeld die Einstein-
Gleichung

1
R, — 5 Guv R=0 . (3.4.11)
Die Selbstkopplung des Graviton-Feldes hat die volle Einstein-Gleichung gelie-
fert. Dies fiihrt zu der Interpretation, dass das Graviton-Feld die Freiheitsgrade
eines Riemann-Raumes reprasentiert, in dem die anderen Felder als eingebettet
betrachtet werden kénnen.

3.5 Die Feldgleichung bei Selbstkopplung

Es verbleibt zu zeigen, dass aus dem Wirkungsintegral

WD) = /(Lo(f, D)+ Lsx(f.T) ) dx (3.5.1)
mit
Lo(f,T) = sf* (9,15, — 8,1%,) — " (T0\Th, = T0,T7,) (3.5.2)
sowie
Ls(f,T) = wf* (T0\Tp, —T0\Ip,) (3.5.3)
tatsdchlich die Feldgleichung
Ry, = gtuv (3.5.4)

folgt. Analog wie (3.1.11) ergibt sich

oW
5f/w

=0 = G, — 50T, — 50,0, = —(Tp 0, —T0.I0,)

5 S (3.5.5)

wobei im letzten Schritt (3.3.6) verwendet wurde.
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Weiter ergibt sich ebenso analog zu (3.1.14), wenn man iiberall n** + xf*"
einsetzt:

1 1
v v\ saf v v\ S8 af ap
L RIS+ R PPSETE, + (  RfOT,

o ,ul/
- (77“& + l{f#a)rga - (77#5 + Hfﬂﬁ)rﬁa
af 1 av s 1 B sa
=K _8o'f + 5 8Vf 50. + 5 &,f 60. (356)

Diese Gleichung ist allerdings nichtlinear und l&sst sich nicht mehr explizit
auflosen. Siehe hierzu (3.4.9). Es gibt jedoch eine alternative Moglichkeit zur
Losung. Hierzu ist Gleichung (2.4.5) durch das spurverschobene Feld auszu-
driicken

QRﬁV = 0,0°h,, — 0Pphy, — 0,0,k + D,0°h,,

= 8;&9” (fpl/ - Upuf) <f;w - 77;Wf>

1
+ auauf +0,0° <fpu - 277puf>
1
= _apapfuu + auapfpu + ayapfpu + inltyﬁpapf (357)

und die kovariante Ableitung von /—gg"” auszunutzen. Nun ist \/—gg"" eine
Tensordichte vom Gewicht 1, so dass sich

=V, (vV=99")
= 9,(V=99"") + Tl V/=99™ + Tiv/=g9"* — kT pav/—gg"”

= —r0p " + DU (1 = £ f) + o (0 = £ 1) = Do = mf™)

ergibt. Dies bedeutet:

1 g log log ag
Opfuw = - (WWF,,,, + ﬁugfp# - nuuF;\A) - Uﬂafé\rp,\ - nudf;i\FpA + f;wFf;\)\
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Aus dieser Beziehung folgen durch Ableitung nach p die vier Gleichungen:

1
=050 fur =+ (e "L, —Mua 0T 40,0 0"Thy )

+ 0 (40 ST + o ST = Fun T )

1 g o
Oud fp = (agrﬂ,ﬁnwaprw - aurgk)
0 (<o F2Tor = Moo [y Tor + ST )
1 o o
6vapfpu = E (6<7Fuy+nlwaprup a - 8/LF5\)\)
+0” (—Upof[L\FZA - Uuafp)\rg,\ + fpuri\,\)
1 1

- 1
S M0y = = 1T, R (_,,W PT84 5 fl“gk)
Dabei wurden zur Gewinnung der zweiten Gleichung die Indizes p — p und bei
der dritten Gleichung die Indizes p — v vertauscht. Addition dieser vier Glei-
chungen und sorgfiltiger Vergleich der Terme in den Klammern mit (3.3.15)
zeigt, dass

2R}, = — (20,1, — 0,15\ — 0.L0)) — K o (3.5.8)

1
K
gilt. Ausnutzung von(3.5.5) liefert schlieflich das gewiinschte Ergebnis

KR K
Rﬁu = 5(5/“/ - U,uu) = B} tuw . (3.5.9)

Wie zu zeigen war, ist die Quelle des Graviton-Feldes damit tatséchlich der
eigene Energie-Impulsdichte-Tensor.
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Kapitel 4

Graviton-Materie-Kopplung

4.1 Die wechselwirkenden Felder

Die vollstandige Wechselwirkung zwischen dem Metriktensor und der Mate-
rie ldsst sich durch einen iterativen Prozess gewinnen. Nach dem Prinzip der
minimalen eichinvarianten Kopplung gilt fiir das Wirkungsintegral einer allge-
meinen Feldvariablen F' in der SRT und der ART der Zusammenhang;:

Wo(i,F) = [ Lol F.0,F) -d's
= WarT = /LO(QW,F, VHF) /=g diz (4.1.1)

Diesen Zusammenhang gilt es abzuleiten. Ausgangspunkt hierfiir ist das im
Minkowski-Raum mit krummlinigen Koordinaten formulierte Wirkungsintegral

Wo(v™, F) = /Lo(w”,F, D,F)-/—yd'z . (4.1.2)
Die Wechselwirkung mit dem Graviton-Feld wird durch den Term
K K
Wy = /—5 ad tﬂ/{, dtz = Wy = /—5 ofr ~tﬂ/,[/ ~d'z (4.1.3)

erfasst. Ein Faktor /—~v tritt im Integral trotz krummliniger Koordinaten
nicht auf, da es sich bei dem Feld f#” um eine Tensordichte handelt; siehe
hierzu (3.2.5).
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Fiihrt man den sogenannten gotischen Metriktensor
Vv

==y = A= 4.14
e = (4.1.4)
ein, dann wird der spurverschobene Energie-Impulsdichte-Tensor der Materie
M 6WM : T M [~ uv M (. pv
by =2 N mit WY A F) = WY (4" F) . (4.1.5)
Unter Ausnutzung von
4
- . Vv 1 1
v =det [V —det{ }—( > det [y, = — 4.1.6
sowie
2 ()
SyRY  GAH v v
1 1
= — (6007 — = v 4.1.7
\/_7’7 < nov 2 ’Y,u y > ( )

verifiziert man
JWW[:2MVM.&W”
57tu 5790 5”7’“’
WM
ST ey =y
2 swM 1 oo 2 swM
RV A R

1
=T — 3 Y TM (4.1.8)

mit dem metrischen Energie-Impulsdichte-Tensor
™ _— L 5l
Ve b
der Materie. Damit kann man das Wirkungsintegral (4.1.3) der Graviton-
Materie Kopplung in der Form

SiWyw = /—/-s S <5W> ~dz (4.1.10)

(4.1.9)

FETZ

darstellen.
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Anmerkung: Der Energie-Impulsdichte-Tensor ist allerdings nicht eindeutig
definiert, da eine unendliche Anzahl gleichwertiger Energie-Impulsdichte-
Tensoren existiert, die sich nur durch ein Superpotential unterscheiden. Dies
liegt darin begriindet, dass der Energie-Impulsdichte-Tensor ohne Beriicksich-
tigung der Gravitation keine beobachtbare Grofie ist. Der Metriktensor sowie
das Graviton-Feld sind symmetrische Tensoren und deshalb ist es plausibel,
auch den metrischen Energie-Impulsdichte-Tensor zu verwenden, da auch die-
ser symmetrisch ist.

Die Beziehung (4.1.10) definiert einen iterativen Prozess zur Bestimmung des
Wirkungsintegrals mit Wechselwirkung. In einem ersten Schritt wird

6pWh = /(—H)5f“”(x1) . (‘WO)> ~day (4.1.11)

O (21

und, da Wy nicht vom Graviton-Feld abhéngt, nach funktionaler Integration

SWo .
Wi=/[(- i N =4 . 4.1.12
1 /( ’i)f (.%‘1) ((5’?"”(171)) 1 ( )
Bei Berticksichtigung dieses Terms wird der Teil des Wirkungsintegrals, in
welchem das Materiefeld F auftritt, dann
wl =wo+ Wy, (4.1.13)

Konsequenterweise muss nach (4.1.10) aus Griinden der Konsistenz der Wechsel-

wirkungsanteil des Wirkungsintegrals aus dem Wirkungsintegral WIE}) berech-
net werden. Dies ist plausibel, da sich durch die Wechselwirkung der Energie-
Impulsdichte-Tensor der Materie natiirlich verdndert. Mit

0Wo = /(—K)(Sf””(xg) . ((5’;?&2)) ~dt

= [(r)2 ) 8577 (aa) - ( ST (@)) da dia,
(4.1.14)

bzw. nach abermaliger funktionaler Integration

Wy = / fW 1) fP7(w2) - ( = 62% ) ~d*ry day

61 (21)04P7 (22)
(4.1.15)
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ergibt sich ein weiterer Term
W =W 4 Wy =Wy + Wy + Wa (4.1.16)

im Wirkungsintegral. Es ist offensichtlich, dass diese Iteration fortgefiihrt wer-
den muss, da der neue Term ebenfalls zum Wechselwirkungsteil des Wirkungs-
integrals beitrdgt. Fithrt man diese Iterationen bis ins Unendliche fort, erhélt
man schlieflich das endgiiltige Wirkungsintegral:

weo - 3o L) / dhay- e day - (1) 77 ()

n=0 n!
. §"Wo (328, F)
<5w<x1>-~-5w( n)> (117

Die rechte Seite dieser Beziehung ist nun aber nichts anderes als die funktionale
Taylor-Entwicklung von

W}(? o) _ WO( nyo lif“y,F)

=Wo(vV—9g9".F) (4.1.18)
wenn man die Identifikation
V=g gt = = R Y = =y = R (4.1.19)

vornimmt. Die vorstehende Identifikation ist die Verallgemeinerung von (3.4.2)
auf krummlinige Koordinaten des Minkowski-Raumes. Vergleich mit (4.1.1)
liefert schlieflich

WS W (=5 9. F) = Wo(g", F) = Warn (4.1.20

Damit haben sich der erwartete Zusammenhang zwischen dem Metriktensor
g"” und dem Graviton-Feld f*” sowie das Wirkungsintegral fiir die Materie in
Abhingigkeit vom Metriktensor ergeben.

4.2 TUbergang zu Operatoren

Ausgehend vom Wirkungsintegral

W= / (PLn = 5 - TR + Lo F,0,F) ) d*a (4.2.1)
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und durch Ubergang zu spurverschobenen Feldern ist unter Beriicksichtigung
der Selbstkopplung des Graviton-Feldes und der iterativen Anderung des Teils
des Wirkungsintegrals in dem Materiefelder auftreten das vollstindige
Wirkungsintegral

W= /( R(guv) + Lo(g" ,F,VHF)> V=g d*z (4.2.2)

der ART gewonnen worden.

Zur Beschreibung der gravitativen Wechselwirkung zwischen zwei neutralen
Skalarfeldern ist dabei die Lagrange-Dichte

V=g Lgl;% =Vv—yg ( w 8u¢1 01 — = m1 ¢1)
+ H( HV8M¢2 V¢2 m2 ¢2) (423)

und fiir die gravitative Wechselwirkung zwischen einem Photonenfeld in der
Lorentz-Eichung und einem neutralen Skalarfeld die Lagrange-Dichte

3 1 vo 1 " 2
V=g Lg7¢ =vV—g (_4 gupg FpaF;w - 5 (gl VMAIJ) >

+vV=g <; 9" 0,6 v — % M? ¢2) (4.2.4)
zu verwenden. Dabei gilt fiir den Feldstarketensor
F,, =V,A, -V,A, =0,A, - 0,4, . (4.2.5)
Fiir storungstheoretische Rechnungen fiihrt man durch den Ubergang
G~ Guw = N + 6l (4.2.6)

einen Spin-2 Feldoperator lAl“, ein. Man beachte, dass dieser in Bezug zu g,
gesetzt wird und nur in O-ter Ordnung identisch mit dem vorher verwendeten
Operator ﬁ,w ist. Es ist leicht einzusehen, dass der neu eingefiihrte Operator
tatséchlich ein Spin-2 Feld ist. In den Ricci-Tensor (3.4.10) eingesetzt ergibt
sich

e (a(,auipy — 0Dyl — 0yl + ayapiw) +0(x?)
= 20 0ul = 90yl — 0,00 + 0,0°1,) + O(?)

= ﬁRﬁy (Z) + O(x?) (4.2.7)
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sowie
g B = g™ (wRE (1) +O(x%) )

= (nuw + HZAW ) (7 — KIPT + O(k?)) HRf)'U (i) + O(x?)

= M1 Rg, (1) + O(<%)

= N KRF (i) + O(x?) . (4.2.8)
Die Einstein-Gleichung geht damit nach Division durch & in die Form

1
Rp, — 5w RY + O(r) = 0 (4.2.9)

iiber. Da der Term O(x) nur die Selbstwechselwirkung dieses so definierten
Feldoperators beschreibt, sind dies in der fithrenden Ordnung genau die Feld-
gleichungen (2.4.10) eines freien Spin-2 Feldes.

Eine Darstellung dieses freien Spin-2 Feldoperators durch Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ist analog zu (1.4.1) mit

Ty — (27[-)_% —iqT v (2 A iqQT Uk (o At
SCRDY J s (e @maam + e @il @)y

(4.2.10)
gegeben, wobei die Vertauschungsrelationen (1.1.5) bis (1.1.7) gelten.

Fiir die Ableitung von Feynman-Regeln sind einige Beziehungen hilfreich. Als
erste wichtige Beziehung ist

G = — K+ k2,001 + O(k) (4.2.11)

zu beachten. Mit geeigneten Termen hoherer Ordnung verifiziert man:

Guad™ = (77“@ + HZMQ) (na” — Kl + ﬁgnpgfapi”” + O(H3))

= 5Z _ anaiay + HQnuanpa[apZUJ + n/LaO(KB)

+ ﬁiﬂana” — KQZAWZAO‘” + Kgiuanpglhp[”” + KiMaO(mg)
= 0% + N O(K?) + 631,00l 1Y7 + Kl O(K7)

- & (4.2.12)
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Unter Ausnutzung der fiir Matrizen giiltigen Identitéiten
In(det(M)) = tr(In(M)) (4.2.13)
det(MlMg) = det(Ml) det(Mg) (4214)

gilt mit der abkiirzenden Schreibweise x = Kkl weiter:

\/jf]:\/fdet(n+x)

=
\
[oB
[}
—+
=
S~—
[oB
[}
-+
—
—_
+
3
L
8
SN—
N—
N———

1 1 —1 1 —1 —1 ? 3
+§ §tr(77 35)—1’“(77 xn ac) —i—tr(’)(m)

=1+ E tr(n~'z) — 1 tr(n™'entz) + 1(tr(n_lalc))2 +tr O(z?)
2 4 8

Dies umgeformt in die Indexdarstellung
K - K2 s K2
= = LT B A 127 X
g 1+2n Ly 41 lW+8
ergibt die zweite wichtige Beziehung. Damit sind die allgemeinen sowie die
modellabhéngigen Zusammenhénge zur Ableitung der Feynman-Regeln im
néchsten Abschnitt gegeben.

(i)’ +0(+%)  (42.15)
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4.3 Der 2-Skalar-1-Graviton Vertex

Ausgangspunkt zur Bestimmung des 2-Skalar-1-Graviton Vertex ist die auf
Operatoren umgeschriebene Lagrange-Dichte des Skalarfeldes

1 AU T
—9Ly = V=g <2 G 0u 0up — 5 m” ¢2> : (4.3.1)

Der Wechselwirkungsterm zwischen Skalarfeld und Graviton ergibt sich durch
das Einsetzen der Beziehungen (4.2.11) und (4.2.15). Damit sind die relevanten
in K linearen Terme:

O(r; /=4 Lg)
K aBi vy 1 in " K ywg 2 n
= 2105 (10,6 0,6 —m? 6) = Z 10,6 0,9

K

s (10,0 86— m? 32) 5 1 (3,6 0,0 + 0,0.9,0)

Dabei wurde im letzten Schritt die Symmetrie bei Vertauschung der Indizes
des Gravitons ausgenutzt. Anpassung der Indizes liefert:

_ K _ap7 uwr g 7 ;o272\ K ap, Br 2 n 2 2
= 20y (17046 0,6 = m* 6) = Zlagn™n™ (9,6 0,6 + 0,6 0,0)

Der Ubergang zum gesuchten Vertexfaktor

1

Q00000 o3 2,0, m)
1
erfolgt nun im Impulsraum durch die Schritte:
e Ersetzen von 9,4 0,¢ durch  2(ip),)(—ip,) = 2p),p -
e Ersetzen von ¢22 durch den Faktor 2, da das Skalarfeld reell ist.
e Ersetzen von QZ), fag durch den Faktor 1 und Symmetrisierung iiber af .

e Multiplikation mit dem Faktor (+%), da die Herleitung aus einer
Lagrange-Dichte erfolgt.



4.4. DER 2-PHOTON-1-GRAVITON VERTEX 57

Diese Schritte zusammen liefern schlieflich den gesuchten Vertexfaktor

K
—n*’ (77“ v 2p),py — 2m° )

aB(
4

p,p',m)
il{ « 174 av
-3 (n P 4P ) (2p;pu + 2pr#>

K

=5 Pl - p) —m?]
iH [0 (0% «
fz(p’ P’ +pPp* + pPp + ’3)
=_Tm ( o 'B+p5p’o‘—n“5[(p-p’)—m2]) (4.3.2)

fir die Wechselwirkung zwischen skalaren Teilchen und dem Graviton.

4.4 Der 2-Photon-1-Graviton Vertex

Es wird sich zeigen, dass die Bestimmung des 2-Photon-1-Graviton Vertex
wegen der vielen auftretenden Indizes uniibersichtlich wird. Ausgangspunkt
ist die auf Operatoren umgeschriebene Lagrange-Dichte (4.2.4):

1 N R
~3 -g 9" §°°0,A,0,A, (4.4.1)

Der Wechselwirkungsterm zwischen Photon und Graviton ergibt sich durch
das Einsetzen der Beziehungen (4.2.11) und (4.2.15). Der Eichterm liefert in
der linearen Ordnung von k keinen Beitrag zur Wechselwirkung, weil immer
ein Lorentz-Term iibrig bleibt und in der Lorentz-Eichung fiir alle physikalisch
zuldssigen Zustinde

(Mphy|V* A pulmphy) = 0 (4.4.2)

gilt.
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Damit sind die fiir den 2-Photon-1-Graviton Vertex in k relevanten
linearen Terme

O (k=3 L)

:—gwﬁ (@ A—@&@&—@&@@+m&@@)
E > vo A A A A A A
+ 5 0 (6,, UA,,aHAV_apAgayAH+agApayAM)
+ 5 ”pV”(a 0. A,0,A, —0,A0,A, +0,A,0,A )
477 p 05 Ap0u Ay pAocOvAp o ApOy Ay

:—Zwﬁgw%”09 Af4y&@AQ

+§WW%8 oDy = 0, A0, A, — 0,450, 4, + 0,4,0,4,).

Dabei wurde im letzten Schritt die Symmetrie bei gleichzeitiger Vertauschung

der Indizes p <> v und p <> o ausgenutzt. Anpassung der Indizes liefert:

= g (_nlwipunopn’ﬂsapAéaoA'y + nﬂuzuunpgnvaaaAéapA'y)
—|—g (lAWn“pn” 77758 A58 A - an n” 777”801458‘,/17
—%WwwﬂaMaA+mWn7wm&@@)

Der Ubergang zum gesuchten Vertexfaktor

1)
QOO0 1 %7 (e, k)

v
erfolgt nun im Impulsraum durch die Schritte:
e Ersetzen von 8a/158/3/1 durch  2(ik})(—ikp) = 2k ks .

e Ersetzen von Ag,A l,,  durch den Faktor 1
und Symmetrisierung {iber uv .

e Multiplikation mit dem Faktor (+7), da die Herleitung aus einer
Lagrange-Dichte erfolgt.
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Diese Schritte zusammen liefern schlieflich den gesuchten Vertexfaktor

4 (b, K) = % (—n“”n"pn”‘s  2kp kg + 000 - 2’@’;’%)
+ % (77“”77”"77”5 <2kl ky — P00 - 2Kk,
_ 77’”77%7706 . Qk’pko + nwnvénm . 2k;kp>
pv
K

_ <7T}HVT]’Y§(]€/ . k) + n’“’kwk‘S)
+ik (n'yék,/yku _ nuék,/'yku

— MKV + P (K- k))

Qv

K
E . { (,r]/yynyé + nu'yn/uS _ n;tvn76> (k‘/ . k)

+ n,uuk_/’)/k_é + ,r]'yzs (k/,ukv + k/yk,,u>
o (nudk/'\/ku +77V6k/’yk# +nuyk/p,k5 +77;L'yklvk5) }

fiir die Wechselwirkung zwischen dem Photon und dem Graviton auf Baum-
ebene.

4.5 Weitere Vertexfaktoren

Neben den vorstehend diskutierten relativ einfachen Vertex-Diagrammen tre-
ten in Rechnungen hoherer Ordnung noch Vertex-Diagramme auf, die die
Punktwechselwirkung von mehreren Teilchen gleichzeitig darstellen. Fiir das
folgende Kapitel sind noch

e der 3-Graviton-Vertex,
e der 2-Skalar-2-Graviton-Vertex und
o der 2-Photon-2-Graviton-Vertex

relevant. Die Ermittlung der zugehorigen Vertexfaktoren ist aufgrund der ent-
stehenden vielen Terme und der dann extrem vielen Indizes sehr uniibersicht-
lich. Darum gewinnt man diese iiblicherweise mit der Hilfe von spezialisierten
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Algebra-Programmen. Deshalb fiihre ich die Vertexfaktoren hier nicht auf, son-
dern verweise im folgenden Kapitel an entsprechender Stelle auf die Literatur.
4.6 Erganzende Anmerkungen
Es stellt sich natiirlich noch die Frage, warum die Stérungsreihe mit

guu = Nuv + HZMV (461)

durchgefiihrt werden darf, obwohl der Feldoperator [" nicht an seinen eige-
nen Energie-Impulsdichte-Tensor koppelt und sich von dem zuvor konsistent
eingefiihrtem Graviton-Feld unterscheidet, wenn man auch dieses zu einem
Feldoperator h*" erhebt.

Nun folgt unter Beriicksichtigung von Termen bis zur ersten Ordnung in x mit
(4.2.11) und (4.2.15)

Hﬁ’w = <1 + g I+ O(n2)> . (77”” g O(HQ))

=y + g n“”i — Kl" 4 O(nz)

= — K (l]w _ % n#”[) + 0(52) . (4.6.2)

Auf der anderen Seite muss fiir den Graviton-Feldoperator nach (3.4.2)

. . 1 .
VoG =0 = R = s (W 3 77‘”) (4.6.3)
gelten. Dies bedeutet
kY = kI + O(K?) . (4.6.4)

Die Kopplungskonstante k hat fiir beide Feldoperatoren den gleichen Wert,
da beim Ubergang zum klassischen Grenzfall nur die Baumebene relevant ist.
Die unterschiedlichen Kopplungsterme fiihren nach der Baumebene zwar zu
verschiedenen Feynman-Regeln, trotzdem sind die beiden Stérungsreihen aber
gleichwertig, da sie die Dynamik der Felder des gleichen Wirkungsintegrals
approximieren.
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Kapitel 5

Storungsrechnungen

5.1 Das Gravitationsgesetz

Das Newton-Potential entsteht durch den Austausch von Gravitonen und lasst
sich aus dem Feynman-Diagramm

gewinnen. Die Feynman-Regeln (siehe ,Das Standardmodell der Teilchenphysik*
sowie ,,Die Allgemeine Relativititstheorie”) zur Berechnung des vorstehenden
Feynman-Diagramms sind:

e jedes einlaufende skalare Teilchen liefert einen Faktor 1
e jedes auslaufende skalare Teilchen liefert einen Faktor 1

e jede innere Linie eines Gravitons liefert einen Faktor

Z'P;waﬁ
2

Z'D;LuocB q2 _
(¢°) .
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o jeder 2-Skalar-1-Graviton Vertex liefert einen Faktor

( p'? +pp ’“—no‘ﬁ[(p-p’)—mﬂ)

A E—

Dabei ist der Term
PMI/@B — nltanVB + nﬂﬂnya — nuynaﬂ (511)

die bereits eingefithrte Polarisationssumme. Da ein Graviton nur einen sehr
kleinen Impulsiibertrag liefert, gilt

p? ~mn®, pP~mn”® sowie  p-p ~m? . (5.1.2)

Mit diesen Approximationen wird

*’Lli
% (p,p',m) ~ — (mn mn° +mn"°mn”‘0—n°‘ﬁ-0>
= —ikm?*n*On~° . (5.1.3)

Dies fithrt zu der Feynman-Amplitude
Ml =1 Tl (P17P17m1) 1’Z.D,uuozB'l’Tlatﬁ(pQ’p/%mQ)'l
~ ( mml) 1Doooo - ( i&m%)

K2 2mq - 2ms

= —i-myms - T p (5.1.4)
Wegen dem sehr kleinen Impulsiibertrag ist zudem
2
7= o= pto =9y = (Vi + iR =) - 7P
7] 2
~ q -2
_< <1+2m2>—m> —1q]
7 e e
-lq° = —l7" ; (5.1.5)

 4m?
d.h. die Anderung der Energie ist vernachliissigbar klein von zweiter Ordnung.
Mit k2 = 167G folgt in der Born-Approximation schlieklich das Potential

1 ; -
V(my,mg) = / o CeTIT 3g

(277)3 2777,1'27712
K2 1 e T 3 mims
= g [ = 6 60

des Newtonschen Gravitationsgesetzes.
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5.2 Die gravitative Rotverschiebung

Die Rotverschiebung eines Photons, das von der Oberfliche eines massiven
Korpers kommt, ist nicht durch sein eigenes Verhalten im Gravitationsfeld
zu erkldren, denn die Energie eines Photons dndert sich in einem statischen
Gravitationsfeld nicht; siehe hierzu Seite 69. Die Rotverschiebung ergibt sich
iiber den Emissions- und Absorptionsprozess des Photons. Ausgangspunkt der
Uberlegungen ist dabei, dass ein Atom im Gravitationsfeld (5.1.6) eine nach
unten verschobene Ruheenergie (in SI-Einheiten)

Eo = mc* + V(m, M) = mc? <1 - GJVI) (5.2.1)

besitzt. Emittiert ein Atom A am Ort r ein Photon, das dann spiter vom
Atom B auferhalb des Gravitationsfeldes absorbiert wird, dann verindern sich
die inneren Energien und damit die Massen der Atome um die Energie des
emittierten bzw. absorbierten Photons

Emission:  m — m — w,/c? = AAm = —w, (5.2.2)
Absorption:  m — m + wy/c? = AAm = +wy . (5.2.8)
Die Energieerhaltung bei dem Gesamtprozess erfordert
GM GM
— 2 2 _
AEa + AEb = C Am|Em. (1 — C2’r> + C Am|Abs. (1 — CQQo) = 0 5
woraus mit den beiden vorstehenden Beziehungen die Rotverschiebung
Wp GM
—=1-—= 5.2.4
We cr ( )

folgt. Dies auf Baumebene gewonnene Ergebnis stimmt mit dem der ART {iiber-
ein, wenn sich das emittierende Atom weit genug vom Schwarzschild-Radius
entfernt befindet.

5.3 Die Perihelverschiebung des Merkurs

Weitere Feynman-Diagramme hoherer Ordnung fithren zu entsprechenden Kor-
rekturen. Fiir die Berechnung der 1-Schleifen Diagramme sind die recht kom-
plizierten Feynman-Regeln betreffend

o dem 2-Skalar-2-Graviton Vertex sowie
e dem 3-Graviton Vertex

zusdtzlich zu beriicksichtigen.
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Die entsprechenden Korrekturen ergeben sich aus
e zwei ,vacuum-polarization“ Diagrammen,
e cinem ,double-seagull Diagramm,
e zwei ,triangle” Diagrammen,
e vier ,vertex-correction Diagrammen sowie
e zwei ,box“ Diagrammen.
Als Ergebnis der zugehorigen Rechnungen ergibt sich der Korrekturterm

) mimso (3 ) G(m1 + mg) 41 Gh >

c2r 107 312 (5.3.1)

Vkorr(mla m2) =-G r
zum Newton-Potential, wobei jetzt SI-Einheiten verwendet werden. Fiir De-
tails siehe [AkhO8, Fal08]. Der Korrekturterm besitzt einen klassischen Anteil
sowie einen quantenmechanischen Anteil. Der klassische Anteil kann den be-
rithmten Beitrag der ART zur Perihelverschiebung des Merkurs schon erkléren.
Dies ist leicht einzusehen. Im Folgenden wird dabei der Merkur durch ein elek-
trisch neutrales Skalarfeld der Masse m und die Sonne durch ein elektrisch
neutrales Skalarfeld der Masse M représentiert. Ausgehend von der Lagrange-
Funktion L =T —V fiir den Merkur in Polarkoordinaten seiner Bahnebene

1 - R . R
L=-mi?+ 2 (142 Zﬁ(i‘2+T2¢2)+g I+ — (5.3.2)
2 T T 2 r T

mit «o=GmM sowie R=3G(M+m)/c>~3GM/c* folgen aus den
Euler-Lagrange Gleichungen

oL d (0L
Oq;  dt <56ii) B (5:3:3)
die Beziehungen
. d (5

fiir ¢ —me (7‘ ¢) = (5.3.4)

. 2
und fiir r m (r¢2 - r) - % (1 + R) = . (5.3.5)

r r

Aus der ersten Gleichung folgt, dass der Bahndrehimpuls

¢ =mr?p (5.3.6)
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des Merkurs eine Konstante seiner Bahnbewegung ist. Dies in die zweite mit
r? multiplizierte Gleichung eingesetzt liefert

2 2
m (2 - 7"2r) =« (1 + R) . (5.3.7)
mAr
Nun ergibt sich mit
1 . d ¢ d
u = ; sowlie 7 = ¢ @ W % (538)

fiir den Term

d (d [1 { d ¢ du 2 d*u
2. 20 fd (1 4 & auy H @4u
rr=r dt <dt <U,>> m dQﬁ ( mT2u2 d¢> m2 d¢2 . (539)

Dies in (5.3.7) eingesetzt ergibt

02 2 dPu
bzw. nach kurzer Umformung
d?u 2amR am

Mit zweckméfig gewdhlter Phase folgt dann

2amR 2
u(¢) = ug cos (cbW) +1 —O;Zr/nR/ﬁ : (5.3.12)

Das erste Perihel ist bei ¢ = 0 und das zweite Perihel definitionsgeméfs bei

2
f1-2m8 e g (1+QZ§R) S (5313

Fiir eine elliptische Bahn eines Planeten mit dem mittleren Abstand a zur
Sonne und der Exentrizitdt e ist nun der Bahndrehimpuls

L=m+\/GM a(l — e2) . (5.3.14)
Dies ausnutzend folgt fiir die Geschwindigkeit der Perihelverschiebung

Y0, 2r  amR 6 (GMm) 2 B 6rGM

Torvit  Torbie  £2 Torbit cl ATomita(l — e?)

(5.3.15)

Einsetzen der fiir den Merkur spezifischen Werte T,y = 0.241 Jahre sowie
a =579-10°km und e = 0.206 liefert dann 43" pro Jahrhundert. Dieser
Wert stimmt mit dem der vollen ART iiberein.
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5.4 Die Lichtablenkung

Die Lichtablenkung im Gravitationsfeld wird auf der Baumebene durch das
Feynman-Diagramm

€s

€y

dargestellt. Die zusétzlichen Feynman-Regeln zur Berechnung des Feynman-
Diagramms sind:

e jedes einlaufende Photon liefert einen Faktor ev(l_c', A)

o jedes auslaufende Photon liefert einen Faktor eg(l_c', A)

e jeder 2-Photon-1-Graviton Vertex liefert einen Faktor
{(n‘”n”‘s + 0 — 77“”7775) (k- k)

+n#uk5k/7+77'y§(kuk/1/+kyk/p,)

1K

yuwé
(k,K) =2

_ (nuék/'yky+nl/6kl'yku+nuykluk6+nuvkluk5)}

Daraus folgt fiir das Baumdiagramm die Feynman-Amplitude

MQ — e"/(k /\) ILV’Yé(k7 k/) : e;(Elv /\) : iDuVocﬂ(Q) -1- Tlaﬁ(pvplvM) -1

~ ey (K, A) eg (k' N) 7570 (ky K'Y iD oo (q) (—ikM?) (5.4.1)

wobei wegen des sehr kleinen Impulsiibertrages wieder die Approximation
(5.1.3) ausgenutzt wurde. Weiter kann man in der zugrunde liegenden Lorentz-
Eichung wegen diesem sehr kleinen Impulsiibertrag die Approximationen

ey (F, k7 =0 sowie e (k, Nk ~0 (5.4.2)
ex(K K =0 sowie ef(K,\k? ~0 (5.4.3)
e (k, e 7(lc’, A) =~ -1 sowie k-k'~0 (5.4.4)
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vornehmen, die zu der Vereinfachung

—

e (R X3 (R N) - 807 (K = e (R e (1, 0) - 2 (o (k™ 4 k1) )
~ (KR 4 kR ) (5.4.5)
fithren. Zusammen mit (5.1.5) wird die Feynman-Amplitude

Mo ~ —%ﬁ(kﬂk/v + EVE ") - w . (—z’an)

q
1K 7
~ —?(kzoké + kokg) - W - (—ikM?)
—1|q
2 9w.-2M

aus der sich schliefilich fiir die Photonen das halb-klassische Potential

1 ) L
V(y,M)= - / iMo 7T By

(2m)3 ) 2w-2M
B I€2 1 e T 3
2 (2m)3 17)? 4
M
= -2G- ‘*’T (5.4.7)

ergibt. In SI-Einheiten fiihrt dies zu der Darstellung

Vi, M) = —2g. MM (5.4.8)
T

wobei m = hw/c? hier fiir die fiktive gravitative Masse eines Photons steht.
Weitere Feynman-Diagramme hoherer Ordnung fithren zu entsprechenden Kor-
rekturen. Bei die Berechnung in der néchsten Ordnung ist die zusétzliche
Feynman-Regel betreffend

e dem 2-Photon-2-Graviton Vertex

zu beriicksichtigen. Aus den 1-Schleifen Diagrammen ergibt sich in diesem Fall
in SI-Einheiten der Korrekturterm

15 G2M?m G2Mmh
Viorr(V, M) = —— —5——+ f(r/r0) —5 35—

T (5.4.9)

33
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fiir das halb-klassische Potential der Photonen. Fiir Details zur Rechnung sie-
he [Bail7, Bjel7]. Mit dem analogen Vorgehen wie bei der Berechnung der
Perihelverschiebung ergibt sich fiir das Photon bei Vernachléssigung des un-
wesentlichen quantenmechanischen Anteils die halb-klassische Bahngleichung

d*u . 2G Mm? 15G? M?m?
mit der allgemeinen Losung
u=asing+ bcosy + e mit ¢ =¢\/1-28+x5 , (5.4.11)

1-28

wobei zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen die Phase 7/ eingefiihrt
wurde. Da das Potential nur bis zur Ordnung G? entwickelt wurde, sind in den
weiteren Uberlegungen auch nur Terme bis zur Ordnung G2 zu beriicksichtigen.
Die Bahngleichung vereinfacht sich damit zu

u~asin(¢p— ¢B+ 7B) +bcos(p — B+ 78) + a ) (5.4.12)

Jetzt soll der Fall betrachtet werden, dass die Sonne als sehr grofe Masse M
sich im Koordinatenursprung befindet und das Photon parallel zur x-Achse
entlang der Geraden y = D einlduft. Dann gilt fiir das Photon lange vor der
Wechselwirkung fiir ¢ —

{ du l cm
_ = = gl — — = 4.1
eer mde m o 8) “ 01 —0) (5.413)
rLc0c — u—0 — b=a . (5.4.14)

Lange nach der Wechselwirkung ist das Photon um einen Winkel § abgelenkt
nach unten. Dies bedeutet fiir die Bahnparameter lange nach der Wechsel-
wirkung

p—>—06 = r—oo = u—0
= asin(—é—}—wﬁ)+bcos(—6+7r5)+ow:0 , (5.4.15)

wobei der Term 03 vernachléssigt wurde, da er klein von dritter Ordnung in
G ist. Einsetzen der Ergebnisse fiir ¢ und b sowie Vernachléssigung der Terme
hoherer Ordnung liefert

20/
~TF (b mh) tatax0 — dx-"—4mf . (54.10)



5.5. DIE LICHTGESCHWINDIGKEIT 69

Bezogen auf den Koordinatenursprung ist der Drehimpuls des einlaufenden
Teilchens nun ¢ = —mDec. Damit folgt schliefilich fiir die Lichtablenkung im
Zentralfeld

AGM 157 G*M?

0 — + — ——— . 4.1

2D + 4 c*D? (54.17)
Dies entspricht wiederum dem Ergebnis aus der ART. Am Sonnenrand ist
D = 6.963 - 108 m , was dann zu dem bekannten Wert der Lichablenkung von
1.75" fiihrt.

5.5 Die Lichtgeschwindigkeit

Sendet ein in einem statischen Gravitationsfeld ruhender Beobachter A einen
Lichtimpuls bestehend aus N Wellenziigen zu einem ebenfalls im Gravitations-
feld ruhenden Beobachter B und bezeichnet tAI;fang den Anfang und 5%
das Ende des Lichtimpulses fiir den jeweiligen Beobachter dann muss fur dle
Laufzeiten

Anfang Anfang __ ,Ende Ende
th — tAnfang _ yhinde _ 4F (5.5.1)

gelten, da das Gravitationsfeld statisch ist und deshalb Laufzeiten von einem
Ort zu einem anderen Ort zu unterschiedlichen Zeiten nicht verschieden sein
kénnen. Aus (5.5.1) folgt

Ata _ tg)nde _ taAnfang _ t};:nde _ t;&nfang — Atb . (552)

Die Dauer des Lichtimpulses verdndert sich also nicht. Die Gleichheit der Zeit-
intervalle At, = At, bedeutet, dass sich auch die Frequenz des Photons auf
seiner Bahn durch das Gravitationsfeld nicht &ndert. Die Energie des Photons
auf seiner Bahn ist somit eine Erhaltungsgrofie. Entsprechend bleibt die fiktive
Masse des Photons ebenfalls konstant.

Es stellt sich damit die Frage, welchen Einfluss das Gravitationsfeld auf die
Dynamik des Photons hat. Da die Energie des Photons sich nicht verédndert,
bleibt als einzige Moglichkeit die Beeinflussung des Impulses des Photons. Mit
der fiir das Photon giiltigen Beziehung p = E/c¢ ist in dem hier verwen-
deten Modell eine plausible Annahme, dass sich der Impuls des Photons im
Gravitationsfeld in Abhéngigkeit vom Radius entsprechend

2
me, = pr = w (5.5.3)
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veréindert, wobei m = hw/c? wiederum fiir die im statischen Gravitationsfeld
konstante fiktive Masse des Photons steht. Zusammen mit (5.4.8) folgt
Cr 2GM

o
c cr

(5.5.4)

Die Geschwindigkeit eines Photons auf seiner Bahn durch ein Gravitationsfeld
ist danach umso kleiner, je stirker das Gravitationsfeld ist. Dies widerspricht
nicht der Speziellen Relativitdtstheorie, da das Photon sich nicht in einem
Vakuum bewegt, sondern stindig mit dem Graviton-Feld wechselwirkt. Es
ist ein dhnliches Phianomen (allerdings mit einer anderen Erkldrung) wie die
Reduktion der Lichtgeschwindigkeit beim Durchgang durch ein transparentes
Medium wie zum Beispiel Glas.

5.6 Der Shapiro-Effekt

Der Shapiro-Effekt bezeichnet die Tatsache, dass ein Radarsignal (Photonen!),
welches sich an einer schweren Masse (hier der Sonne) vorbei bewegt, linger
unterwegs ist als es der direkten Entfernung entspricht. Ausgangspunkt fiir die
Berechnung dieser Zeitverzogerung ist die Bahngleichung (5.4.12)

u = —%sind)—l—acoaﬁ—&— «
1

=5 (sinqzﬁ + Dacos ¢ + Da) , (5.6.1)
wobei es ausreicht die erste Ordnung in G zu beriicksichtigen; d.h. 8 =0

anzunehmen. Das Photon bewegt sich dabei von ¢1 = 7 zu ¢ = —4§. Mit

2GMm? 2GMm?*  2GM ¢
¥9=Da=D- =D- = ~ — 5.6.2
@ 02 (—mDc)2 2D 2 ( )
wird wegen ¥ < 1 und O(cosd) = 1 + O(¥?)
1/. 1.

U5 (sm ¢+ U cosd + 19) ~ 5 (sm(qﬁ +9)+ 19) . (5.6.3)

Fiir die weitere Rechnung ist es nun noch zweckmifig das Koordinatensystem
zu drehen (u und damit r &ndern sich dabei nicht), so dass mit ¢ = ¢ + 9 die
Bahnkurve symmetrisch zur y-Achse wird

1 D
== 5.6.4
T=Y " sm o+ ’ ( )
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wobei sich das Photon jetzt von @1 = 7+ 19 zu p = —§ + 19 = —1 bewegt. Die
Weglinge auf der Bahnkurve von ¢ zu ¢ ergibt sich aus

2
dw=[1r2 4+ dar (—dy)
dy v

1 cos? ¢
- D- d
\/(sin<p+19)2 + (singp + 9)* v

D
- Y )2 20 d
g £ ) V(sing +9)2 +cos2 ¢ dp
D - 9 .
= G g V't 2sing £ ot dy

D(1 + ¥Jsinyp)
(sing + 0)?
Beriicksichtigt man die auftretende lokale Reduzierung der Lichtgeschwindig-
keit entlang der Bahn, so folgt

(5.6.5)

dw ~ c.dt = dt ~ — — . (5.6.6)

In dem hier betrachteten Anwendungsfall ist dabei wegen ¢ < 1 die Ndherung

c 1 1 .
Pl g ~ 17D19~Sing+19 ~ 1+ Jsingp (5.6.7)

zuldssig. Fiir die Laufzeit ergibt sich mit den vorstehenden Ergebnissen

©
DT (1 +9singp)?
to—t)=—= [~
c (sinp + )

Y1
Y2
D 14 29singp
¢ ) (sinp+0)?

Y1

, (5.6.8)

wobei im letzten Schritt ¢ < 1 ausgenutzt wurde. Nun gilt fiir die unbestimm-
ten Integrale (Integrationskonstanten nicht mitgeschrieben)

/ 1 9 <1\/1192+19tang0/2>

. dp=— n
(sing + 0)> 4 (1—v2)3/2 14++v1—92+dtanp/2
cos ¢

(1= 92)(sing + V) (56.9)
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sowie
/ 29 sin do— 4 24 In 1—-vV1—-924+9dtang/2
(sinp + 9)° v (1 —92)3/2 14+ vV1—92+dtanp/2
2092
+ ik & (5.6.10)

(1 —92)(sinp + )

Fasst man die Terme zusammen und nutzt wiederum ¢ < 1 aus, hat man fiir
das gesamte unbestimmte Integral:

. 92
/ 1—|—21951ngz2) dp ~91n T +dtanp/2 _ 'COSSO L C
(sin @ + 1) 2+ Jdtang/2 sing + 9

24t 2 ' ¥
— 9In 2+ﬁaw/ -9 —|—<C’—|—19ln) (5.6.11)
1+ 5 tanp/2 sin g + 9 2

Fiir einen beliebigen Punkt auf der Bahnkurve gilt fiir £ < 7/2
e im Fall 1 mit ¢ = £ sowie
e im Fall 2 mit p =7 —¢

fiir den zweiten Term

cosp D
sinp 419 singp+ 0

“(£cos) =+r-cosé =+ |z ) (5.6.12)

wobei das + Zeichen fiir den ersten und das - Zeichen fiir den zweiten Fall
steht. Weiter wird im Fall 1 mit ¥ < £ <« 1 fiir den ersten Term

p .
+tang/2 5"’1?&&5

L+ gtan§/2 - 1+g 1?:0555

B Z(1+4cosg) +siné
(14 cos&) + 2siné

und mit 14 cosé = 2(1 — sin2(§))

19(1 — sinz(g)) +siné
(L+cos) + Zsing
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bzw. wenn man wegen ¥ < £ < 1 die in den Summanden eine Grofenordnung

kleineren Terme ¥ sin(*) vernachléssigt

_ U+4sin  D(J +sinp)

T (14cos€)  D(1+cosé)

___ b _ D (5.6.13)
r(1+cos&) r+|z|

Im Fall 2 mit ¥ < £ < 1 wird wegen tan (% —

3) =1/tan(3)

14cosé
2+ 1/tan(§) _ 2 2+ v
L+ 4/tan(5) 145 s

Zsin + (1 + cos€)
sin€ + Z(1 + cos¢)

und mit 14 cos§ = 2(1 — sin2(%))

_ Zsiné + (1 + cosé)
sin§+19(1 é))

2
bzw. wenn man wegen ¢ < £ < 1 die in den Summanden eine Grofenordnung
kleineren Terme ¥¥sin(x) vernachlissigt und sin(m — §) = sin{ ausnutzt

— sin? (

_ (I4cos§)  D(1+cosf)
T siné+9  D(sing +9)
r(1+cosg) 1+ |z
D D

(5.6.14)

Die vorstehenden Ergebnisse gesammelt liefern

ty 1 __Q/di‘P
2 ¢ ) (sing+9)°
P1

9
5+t 2
D J1n 2+ﬁ an o/
c 1+ 5 tangp/2
D ( D

=——9In ) D
ro + |22

p=p2
CcoS

sin @ + ¢

)-
(

> p=p1

) n |z2| + |71
C

r1+ |1
D

= + —9Y1n
c

; (5.6.15)
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Hieraus folgt fiir die Zeitverzogerung schliefllich

Ar= DYy <(’"2+ |2]) (1 + |$1|>

c D2
2GM o + |T r+ |
— 1n<( Rl 2'2)(21 | 1|)> : (5.6.16)

was mit dem Ergebnis der ART iibereinstimmt.

Anmerkung: Die Zeitverzogerung wird in der Literatur fiir D < r1,7r2 auch
oft in der gendherten Form (Achtung: z; < 0!)

2GM 4rory 2GM o + T2
At ~ ——1 ~ 1 5.6.17
c3 n( D? ) c n<7“1+$1 ( )

angegeben. Dabei wurden die Ndherungen

ri 4|2 =i + \/732—71)2 ~ 2r; (5.6.18)

sowie

D? D?
rl—&-acl:rl—\/rf—D?:m—rl (1_27"2> ~ o (5.6.19)
1 1

verwendet. (5.6.17) ldsst sich sehr schnell gewinnen, wenn man davon ausgeht,
dass wegen der sehr geringen Lichtablenkung im Gravitationsfeld die Bahn des
Photons einfach durch eine horizontale Gerade approximiert werden darf. In
diesem Fall gilt

X2

1/ 2aM
ds = dx — tg—tlz/dx :/(1—1— G )dm . (5.6.20)

Cr c c2r
Xy 1

Mit 7 = a2 + D? liefert die Integration

to —t1 = X2 ;-Tl i ZC;;ZM <1n(7’2 + (EQ) - 111(7“1 + xl)) s (5621)

was der obigen Beziehung entspricht.
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5.7 Abschlielende Anmerkungen

In den vorstehenden Ausfithrungen habe ich nicht erwéhnt, dass bei der Aus-
wertung der 1-Schleifen Feynman-Diagramme divergente Terme auftreten und
die Berechnungen deshalb im Kontext einer effektiven Feldtheorie erfolgten.
Dies schrinkt die Anwendbarkeit der Ergebnisse auf einen Energiebereich ein,
der klein gegen die Planck-Energie ist.

Effektive Feldtheorien folgen einem allgemeinen Prinzip. Wenn man schwere
Teilchen einer fundamentalen Theorie, die erst bei einer bestimmten Energie-
schwelle auftreten konnen, nicht mit in die Lagrange-Dichte zur Beschreibung
des Verhaltens bei niedrigen Energien aufnimmt, so lisst sich allgemein zeigen,
dass die Lagrange-Dichte der effektiven Theorie aus allen Termen der leichten
Teilchen, die konsistent mit den Symmetrien der Theorie sind, gebildet wird.
Divergenzen lassen sich dann durch Renormierung der Kopplungskonstanten,
die zusidtzlich zum Grenzfall bei niedrigen Emnergien vorliegen, absorbieren.
Die Kopplungskonstanten selbst sind mit einer Potenz der Energieschwelle un-
terdriickt und experimentell zu ermitteln. Das Phinomen der Entkopplung
schwerer Teilchen bei der Beschreibung eines Systems wird als Appelquist-
Carazzone Theorem bezeichnet. Es ladsst sich im Rahmen der Renormierungs-
theorie streng beweisen.

Von vielen Physikern wird angenommen, dass auch die vorstehend diskutier-
te Spin-2 Theorie Grenzfall einer effektiven Feldtheorie bei niedrigen Energien
ist, die selbst wiederum zu einer unbekannten aber wohldefinierten Theorie der
Gravitation bei hohen Energien gehort. Das Wirkungsintegral der effektiven
Feldtheorie muss, wenn man nur den reinen Gravitationsteil betrachtet, wegen
der notwendigen Kovarianz bei Koordinatentransformationen die allgemeine
Form

1
W= / (5 R+ aR+ R R +...)V=gd's (5.7.1)

besitzen. Alle Divergenzen, die bei der Auswertung der zugehorigen Feynman-
Diagramme auftreten, kdnnen in den Koeflizienten ¢, durch Renormierung
absorbiert werden. Da die Koeffizienten aber mit Potenzen der Planck-Energie
unterdriickt werden, kann der Beitrag der zugehorigen Terme zu den Ergeb-
nissen von Berechnungen fiir alle praktischen Belange vernachléssigt werden.
Es besteht deshalb keine Notwendigkeit diese Koeffizienten zu kennen und ex-
perimentell zu bestimmen. Faktisch bedeutet dies, dass die divergenten Terme
wegen der Grofse der Planck-Energie einfach aus den Berechnungen gestrichen
werden diirfen. Fiir Details sei auf die Artikel [Bur04, Don95] verwiesen.
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Der in (5.7.1) auftretende Metriktensor wurde iiber die Beziehungen

1

P =W = o h (5.7.2)
V=g 9" =n" — " (5.7.3)
Iy =0y, (5.7.4)
g = det[g,, | (5.7.5)

aus dem Graviton-Feld abgeleitet. Fiir die volle Dynamik des Metriktensors
ergaben sich hieraus die Einstein-Gleichungen der ART. Da die Existenz und
die Eigenschaften des Graviton-Feldes durch die SRT und die QFT bestimmt
werden, kann die ART mit ihrer raumzeitlichen Interpretation als abgeleite-
te Theorie betrachtet werden. Sie stellt in diesem Sinne den makroskopischen
Grenzfall der Spin-2 Wechselwirkungen fiir grofse Entfernungen und Massen
dar und die zugehorige raumzeitliche Struktur kodiert die Eigenschaften der
Spin-2 Theorie. Die Mannigfaltigkeit der Raumzeit ist damit keine ontologische
Grofse und die einzelnen Raumzeitpunkte der Mannigfaltigkeit besitzen somit
keine eigene physikalische Realitdt. Es ist deshalb auch nicht iiberraschend,
dass iiber einen Diffeomorphismus verbundene Raumzeiten die gleiche physi-
kalische Situation reprisentieren kénnen.
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